Kamblf^Koeber, 

rigonomef rie. 

SBbUfifcinbig it ad) ben preujjifdjcn SeljrpTctnen toon 1892 ticarfieitete SliiSgaOe ber 

£*tfl otto metric bon .STambllp 

Sefjtaitfgak bet Okt-Sclunim ititb bet 

llutei* SBoraiifktfiuifl ber 

S|MmitmetrifdjeH fieljvaufgftfcc bcr Dbcv-Scfuuba. 

I3icttc aitflagt- ^ y. \ jf 

4f r s , n \\ h ^ “ 

(2ri. bcv Mnmblij]*cfjcu Xvluoiiomctric.),*, ' $ S' 








florroori. 


ter oorliegeitbe SBcutb ber Umarbeitung bev ^atnblijfdjeit (Stementar* 
9Katf)cntatif bring! 

1) bie Seijraufgabe ber Dber=©eluitbct in ber iptanimetrie nnb 

2) bte fiefjraufgabe ber £)6et=@e!unba utib bet $rima in ber ebenett 
trigonometric. 

tie midjtigften ©fifje cm3 ber fpfiiirifdjen trigonometric, fomie ber 
Sloorbinatcitbegriff nnb eiiiigc ®t'iiubeigcnfd)aften ber ft'cgelfdjiiitte Herbert 
bet in SSorbereitung begriffencu Umarbeitung ber Stereometric bei= 
gegeben toerben. 

58ott bem erften §anptteitc finb ben pvcufjtfdjen fidjrpTiincn bom 
3al)re 1892 entfpredjcitb fiir bie ©tjmnafieit beftimmt: 1) Gsrtoeiterung ber 
Seljraufgaben ber frflljereit fidaffen (§ 1 biS § 5), 2) Jtufgnben cuts ber 
redjnenbeit ©cometric (§ 6 bis § 13), 3) &oiiftruftion atgebmifdjer ‘JluSbviicfe 
nnb 9r» flOfnitg oon ?lufgabcit bard) SKecIjmmg (§ 14 bis § 16), 4)-S3cr- 
mifdjte fUmngen (§ 17). [2), 3) nnb 4) mit fiuSuml)!.] Corner bie ©fifje 
beS SeOa, beS SJfenefnoS nub beS pasted (S 18 bis § 21) nub bie @d(je 
iiber Ijnrmouifdje iJSuutte itnb Stridden (§ 22 bis § 30). 

tie fotgeubcu 9(bfc(juitte (§ 31 bis f) 55) finb mtf ben SRealglmimtfien 
nnb beu Dbcr=9fadfrf)tileit 511 befjaubeln. 

ter giucitc .^iiiipltcit, bie trigonometric, briugt beu Sietjrpliinen bom 
Snljre 1892 eiitfprcdjciib ( ^imdct)ft bie trigonomctrifdjen guut'tiouen ber 
fdjiefeit SBiiiM 1111 b bie trigouomctvifdje 33evcdjming ber fdjicfluiitttigcn 
nngleid)feitigeit trciedc nitS einfndjeit Stiid'cit, banu bie ©ouioutetrie uitb 
fdj(icfdid) bie trigouometrifdjc iikredjuuug ber treiccte mit ,£>itfe ber gonio* 
mctrifdjeu gormetn. (Sine paffeitbc StuSiuatjf fiir bie ©Ijmnafieit toirb I)ier 
feidjt gu trcffcit fcin. 


I 



4 


SSoriuort. 


©eu eingelneit 3lbfcl)uitten i[t, toie in bet SJieubearbeitung ber -plani* 
tnetrie, eine auStetdjenbe gafjl georbneter ftbuitgSaufgaben beigeftigt, fo 
bafj eine befonbere Stufgabenfammlung entfiefyrlidj ift. Qcinjelne SCufgabeit 
fiitb auSfiitidid) getbft. $)ie ?tufgaben firtb gum grflfjten SCeite entiumuuen 
ben „$lufgaben au§ bet ebenen Srigoncmetrie", ^erauSgegeben bon bew 
Untergeic^neten. 

SBei ben ^inloeifungen anf friitjere Sefftfa^e unb ilbungSaufgaben aits 
ber ifStaniinetrie unb ber trigonometrifcf|en Sefjraufgabe ber Unter^efunba 
ift ctuf „ft'ambIt)=D?oeber, SJStanimetrie, Umarbeitung" Sluftage 1 unb 2 Sc- 
jug genommen. 

Sen ^etuen gadjgenoffen , bie ben Untergeidjneten bereitbriltigft uiit 
9tat unb St) at unterftiifjt I)aben, fei aud) an biefer ©telle ber berbinblidjfte 
©ant ausSgefprodjen. 

Stile ettoaigen 3Bunfc£)e fiir SBerbefferungen, begiefyenttid) ?(nbcrungen 
toerben init beftem ©ante aufgenommeu unb gepriift luevben. 

§ anno ber, im 3uli 1895. 
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4. SSetmifcf)te libungen 27 

B. .^auptfitye bet ueuereu ©eontettie BB 

1. ©cite beg Seba, beg SDtotelciog unb be§ ^ngcat BB 

2. ftarmonlfdjc Spuultc uub ©tvaljteu. bnflftiinMge SBieufeit 39 

3. $ol uub Rotate 50 

.4. fftcigpotenaeu * 58 

5. yujuUctjfeitgpimfte unb =ftratjlcii. 3)ic JSeritfjtunggtmfflabeu beg Wpollonlug, 05 


II. grigonomcttic. 


A. 2)ic trifluuometrifrfjeu ftimftiouen bet fcfjiefeu JEHnfel uub bie tvtgonome= 
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uiuu utu (ymimuiiuii lhilvij nut bum} viv -tumitiw iuw 

2. ®ic yjuuttlimeu bon ^lutein Tibet 90° audjubuiirtcu buvcl) guuftioucu Don 

fpibeu SSHufelu Ill 

3. 3)ie fyunftloneu bet Tibet 360° 114 
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5. Slbbiiuniflfclt bet tritiouoiuctuifcCjcii lyuuttloncu cineS ffiJlnfelg Oou ei lumber. 116 

6. 3Me 3-unftioncn bet ©imuuc unb bet SMffctenft ^lucier $8lufel burcl) Srunfflo* 

nen bet eluflehteit Sffilnfcl augjubriicfeu 121 

7. 3Mc ftmiltloneu elueg SiMnfelS burd) ftunftlonen beg fjnlbcn $9iufelg aug- 

uibriitfcn uub umgefelirt 128 

K. $le ftunftioueu clucS 5l5ieUarfjeii eineg SKMuEelg bind) Suuftiuiien beg eiu* 

facljeu SMiufelS auSaubriicfeit 132 

9. 3>le ©uiuiue obet bic 'Slffcreuj bet ©lung obet bet SEoftiiuS ftluclcr 3BinM 
in elueu elugllcbtlgcu StuSbrud ju neriunubetu obet burcl) ftuuftloneu bet 
liatben ©uiumc uub bet Ijalbeit 4)iffeten f \ bet belben SBinfel nitgjubrTufen 133 
0. coaa cos/?, aiua sin/9, win a cos/9, coh« sin/? cmSflubtiicfeu burcl] fVnilf= 

tiimcu Don n) a + /? uub a — ft. li) uub a ^ ...... 136 


11. ^Ugebraifctjc ©uuimeu, bereu 65llcber ftuuftioueu bet 58iulcl ciueS ^teleclg 

eiitljalten, uiuftiifotmeu 136 

12. Wcbtourf) bet £> II fgu> Intel jut llmformuufl bon WuSbvUrfeu, Me fid) jut 

logatitl'milfcljcu flftedjnunn ulctjt eigueu 139 

13. CMitaurf) bet .ftllfgiuluM jut Sbjung qunbratlfctjeu ©feldntufleu 14B 

1-1. (youloiuettlfclje (SHeidjimgeu 146 

(L sycredjiimifl bon ^tclcifcu 154 

1. ©ctedjiuntfl bint 3)rclccleu au§ elnfadjcu ©tilclcn mit *£>Ufe bet gouioiuettis 

frijeu jjfotmeln 154 

2. Slkwljuttiifl non ®relcc!en au3 bclicblgen ©tiicleu (mlt .^itfe beg OlcibhtS beg 

umbefctjYklieueu ^telfeg) 160 


'gfreseidjuintfleit. 


1. OTgemeineg ©reied: 

A, B, C bte ©dpuntte; 

a, p, y bie SBinfel an ben ©den A, B, C; 

a, b, c bie ben ©den A, B, C gegeniiBerliegenben ©eiten (a > b); 

• ha, lib, he bie flu ben ©eiten a, b, c ge^brtgen .fpiitjen; 

Ha , Hb, Ho bie guftmntte ber §iiijen h a , hb, h c ; 

H ber ©djntttyimlt ber brei §5|en; 

p, q bte bon ber £>i% h c auf o geBilbeten Slbfdjititte BHc unb AHe; 

{ft a < 1 R, fo i(t c > p unb c = p + q; 
ift a > 1 R, fo tft c < p unb c « p — q; 
sa, sb, Be bie gu ben ©etten a, b, o. geljBrigen ©eltenljalBierenben; 

Sa, Sb, Sc bie §albierung§b unite ber ©eiten a, b, c; 

S ber ©dpiittyunft ber brel ©eitenljatBferenben; 

w«, w/9, w r bie SBintel^al&ierenben ber SBinfel a, p, y ; 

W* # W/? f W y bie ©djuittBunfte ber SBinlel^alBierenben init ben ©eiten; 

W ber ©djjuittyunft ber brei Binletljatbierenben ; 

u, V bie bon w/aiif o gefilibetert Slbfdjnitte BWy, AWy; 

r ber SfiabtuS, M ber SDUttefyunlt be8 utnbefdjriebenen teifeS ; 

p ber JJtabiuS, W ber SWittef^unft beS einBefdjriebenen ®relfeS; 

pa ber 9inbiu3, W a ber SDftttcfyunft beS ber ©eite a anBcfc&viebenen Slreifefc; 

pb „ ,, Wb „ ff if ^ „ h /, w , 

h n Wc f/ t , ff f, f f c f , t/ 

2 . ©teid)fd}cnftlge§ ©reled : 

c bie 33afl§; a ber ©djenM; « ber ©afiStuinfel; y ber Stfinfel an ber ©Bibo. 

3. ©Ieid)feitige§ dieted : 

c bie ©eite; h bie £>Bfje. 

4. DtedjtnrinfligeS ©reled: 

a, h bte ftafjjeteu (a > b); c bie §t}Botenufe; h bie jur ®i)potenufc ge; 
tybrige £>iitje. 

5. Stflgemelueg tiered: 

A, B, C, D bie ©d^uutte ber 9MIje uadj; 
a, p, y, d bie SBlnfel an ben ©den A, B, C, D; 
a bie ©eite AB, b bie ©eite BO, c bie ©eite CD, d bie ©eite DA; 
e bie ©iagoimlc AC, f bie ©iagouate BD; 

E ber ©djnittfjunft ber ©iagoitafeu; s ber SBintet AEB. 

U. ©rafiej: 

AB = a unb CD = c bie Bclbcn ®runblinieu (a > c), h blc £nU;c; 

7. ^aralfelogramm: 

h ber StBftanb ber Belben ©eiten AB unb CD. 

8. s ber jalbe Umfang eincr gerablinigen gefdjloffeneu gigur. 

9. Z (ab) ber SBlnlel jlulfdjen a unb b. 


-■* 
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I. JHattimetrie.*) 

A. g*ttmfetu«gett uttb ^enwjtytfobigmtgett bet J^r- 
aufgafien bet ftti^eren 

1 . fenoeitermigtw bet £eljvaufgaben ber friiljereu Ilaffen. 

§ i. 

1 . ©et bertitCgeineinctte $l)tt)ngoreifdje fieljtfaij. 

a) Sit fcbein ©reied ift ba§ Quabrat enter ©eite, tt> eld) c 
cinem ffjifteit SBittM gegeniibertiegt, gteid) ber ©itmme berO-mt' 
brute ber beiben anb'eren ©eiteit berminbert itm baS bofjfjelte 
Med)ted au§ ber etnen biefer beiben ©etten nnb ber ^rojelttoit 
ber anberert nuf fie. 

b) Sin ftnmfifnmtHigcn ©reied ift ba 3 Cmabrat ber bent 
ftuntjjfcn SBinfel gcgeniibcvticgenbeu ©cite gleid) ber ©umme ber 
Quabrnte ber beibeit nnberen ©citett bevmcfjrt itm ba 3 bopfjette 
iKedjted auS ber eiitcit biefer beibeit Sciteit nnb ber fprofeltion 
ber aitberen auf fie. 

1. 'HorauSfefjuug. y < 90° unb AD I BC. [gig. la.l 

SBetjftUfitung. c 2 = a 2 + b 2 — 2 a b a . 

'Belrei‘ 3 . c 2 = (a — b a ) 2 + x 2 

- - a 2 — 2 aba ~t“ b a 2 b 2 — b a 2 

c 2 — a 2 -)- l) 2 — 2 ab it . 



?Hfl. la. ftifl. lb- 


2. syoraitSfejjitug. y > 90° unb AD I BC. [gig. l b.] 
©efiaufitung. c 2 = a 2 + b 2 + 2 ab a . 

©cmeiS. c 2 = (a -)- ba ) 2 -{- x 2 

— a 2 + 2 ab a + b a 2 + b 2 — ba 2 
c 2 = a 2 + b 2 + 2 a b a . 

*) Setyvnufflcibe bee Dbei^Setunba. 


8 (Srtteitenmgen ber 2 efjrcmf flatten bet frilljercit SHaffcit. 


2. $ufa§ 1- Sn iebemSDreied ift bie ©umme ber Duabrate irgenb glueicr 
©eiten gteid) ber ©untrae au£ bem bopbetten Duabrate bet Ijatben brittcit 
©eite unb betn boppetten Duabrate bet ju it)t ge^iitigen ©eitenfjalbiereitbeu. 
a 2 b 2 = 2 (^- c) 2 -|- 2 s u 2 . 

[23egeid)net matt bie Sptojeftion bon s 0 auf AB mit x, fo ift, menu 
a > b, a 2 =(^ + so 2 + 2 | x imb b 2 + s 0 2 — 2 | x.] 

3- ^ufaf) 2. ©ie ©u inmen bet Duabrate ber 2I6ftftnbe betiebiger 
ifJuntte etneS Steifeg ton gtoei bom Stftittetpunfte gteidjtoeit entfernten 
feften 5|3unften eineB ©urdjmefferg fiitb einanber gteief). 

4. ©er geometxifi^e Drt alter $unlte non ber SSefdjaffentjeit, 
bafj bie ©umme bet Duabrate ifjrer Stbftftnbe bon gtoei feften 
Spunften gteidj einem gegebenen Duabrate ift, ift ber JJreiB, beffeit 
Sftittetpunft bet §atbierung3punft ber SSerbinbnngBftrede ber beibeit feften 
$unfte ift, unb beffert §atbmeffer auf folgenbe SBeife gefunben toirb: man 
geidjnet gtoei Duabrate, beren ©ttmtite gteiefi bem gegebeuen Duabrate ift, 
geidjnet baS ©reied, in toetdjem eiue ©eite bie 33erbinbung3ftrede ber beibeit 
feften ifSuntte ift unb bie beibeit anberen ©eiten gteief) belt ©eiten ber ge= 
funbenen Duabrate fiitb, battn ift bie gur erften ©eite getjbrige ©eiten = 
Ijalbierenbe ber gefudjte tpalbmeffer. 

5. Sin ©reied gu fonftruierert au3 

a 2 + b 2 , c unb a) a. b) y. c)h c . d)li a . e) r. f) p. 
a 2 + b 2 , s 0 unb g) a. b) y. i)h u . k)b a . 

§ 2 . 

1. ©er geometcifdjje Drt alter Sunnite bon ber Skfdjaffeitljeit, 
baft bie ©iffereng ber Duabrate itjrer 2t D ftcittb e bon gloei feften 
ifSunlten gteid) eittem gegebenen Duabrate ift, ift eine ©eitlred)te 
auf ber SSerbinbungBgeraben ber beibeit feften S]Sim!te. 2Jtan evtjfitt biefc 
©enfrecfjte, inbent man gtoei Duabrate geidjnet, beren ©iffereng gteief) bem 
gegebenen Duabrate (l 2 ) ift, baB ©reied geidjnet, in toetdjem eiue ©eite bie 
RierbiitbungSftrede ber beibeit feften ipunfte (P, unb P 2 ) nub bie beibeit 
anberen ©eiten gteidj ben ©eiten (x unb y) ber gefitubeuen Duabrate fiitb, 
unb auf bie erfte ©eite (P, P 2 ) ober ifjre aSerlditgerung bon ber itjr gegeii* 
iibertiegenben Sde (P) bie ©eittredjte fdttt. 

SBetoeiS. SSftPP^-PP^ — l 2 , PPi.P t P 3 nub P' cm $unft auf 
ber ©eraben PF, fo ift and) 

1. P'P 2 2 — P'P 1 2 = 1 2 
©ettn eS ift PP 2 2 = PF 2 -f FP 2 2 

nub PP, 2 = PF 2 + FP, 2 

PP 2 2 - PP,” 2 = FP 2 2 - FP, K" 


(grtoelteranflett ber Sdjraitfflciben bex friitjcrcu ffiltiffett. 
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(Sbeufo ift aud) FP 2 2 - P'P, 2 = FP 2 2 — FP, 2 , 
folglidj ift P'P 2 2 — P'P, 2 = PP 2 2 — PP, 2 = l 2 




2. Seber ^ituft Q, fur toeldjctt 

QP 2 2 -QP, 2 = P 2 , 
nutfi auf ber ©enfredjtcn PP liegett. 

®emt liige Q itidjt auf PF, fo marc, menu matt bcrt gvtjjpuitft beS 
uoit Q auf bie ©erabe P,P 2 gefdUteit SoteS mit G beaeidjnen rnfitbe, 
QP 2 2 — QP, 2 = l 2 — GP 2 2 — GP, 2 ; 
uun ift alter PP 2 2 — PP, ? = P = FP 2 2 — FP, 2 , 
folglidj miiro GP 2 2 — UP, 2 — FP 2 2 — FP, 2 obcu 
f) (GP 2 + UP,) (UP 2 - GP,) = (FP, + FP,) (FP 2 - FP,). 
iiiegt unit F auf ber ©trecfc P,P,, fo ffiuutc G cnttuebcv cbettfallo 
auf bev ©trecfe P,P 2 obet auf ber iBerlfiitgeruttg ber ©trecfc P,P 2 fiber 
P, IjinauS (iegett. f?litf ber ©erlditgcntug ber ©trecfe P,P 2 fiber P 2 IjiunuS 
faun G itidjt liegetr, ba batttt QP 2 < QP,, alfo QP 2 2 — QP, 2 uegatib tttiire, 
alfo itidjt gfcid) l 2 fcitt fintnte; ebettfo fault aud) F iticfyt auf ber 9Scv= 
liiugeruug bev ©trecfe P, P 2 fiber P 2 fjiitauS licgctt.) Sm crfteit ffallc htare 
GP 2 -I- UP, =P,P 2 = FP 2 + FP,, 
folglidj miiftfe itadj ©leidjungf) 

UP 2 — UP, = FP 2 — FP, 
feiit. ©a$ ift abev itidjt tnoglid). 
out stueiteu Jyallc lutivc 

GP 2 — GP, = P,P 2 =FP S + FP,, 
folglidj mt’ifjtc itadj ©Icidjungt) 

GP 2 + GP, = FP 2 - FP, 
feiit. ©a3 ift ebcttfalls itidjt mi)glid). 

Siegt alfo F auf ber ©trecfe P t P 2 , fo ntttft G mit F jufommenfaUen. 
ISbcttfo Iftjjt fidj acigctt, bafj, menu F auf ber Skrlfingeriutg ber ©trecfe 
P,P 2 fiber P, IjinauS licgt, G mit F jttfammenfalleu ntufj. 
golglid) ntuf) Q auf ber ©enlredjtett FP liegett. 

3. (Silt ®reiecl ju louftruicren au§ 

a 2 — b a , 0 unb a) a. b) y. c)h 0 . d)b ft . o)s 0 . f) s a . g) r. h) a 2 + b 2 . 
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©rwelterungen bet Setjvaufflciben bet friltjeren $Iaffen. 


§ 3. 

©afe be8 ijStotemitusi. 3u jebem ©eljitenbiered if t bie@umnte 
ber tecEe au§ fe gmei gegenfiberliegenbeit ©eiten gletd) bem 
SKedjtede aug ben ©iagonnlen. 

95el)auf)tuug. ae + bd = ef. 

SetoeiS. SDZan irage A DAC nn AB in A fo an, bafj ber frcie 
©djenlel in baS SSierecE faKt; biefer frete ©djenfel fdjneibe bie ©tagonalc BD 
iit einem 5|$un!te P. ©amt ift 

A BAP ^ CAD, fotglidj 
a : e = f t : c ober (1) ac == ef t ; ferncr ift 
A DAP -n CAB, folglict) 
d : e = f 2 : b ober (2) bd = ef 2 . 

3(u8 (1) unb (2) fotgt, ba f, f 2 == f ift, bic 
SBe£)auf)tung. 

Stmnerfung. 3ft ba§ ©effnenbiered ein Sftedjtecf, 
fo folgt au§ bem obigen ©n&e ber fle^rjafe be§ $ptjtt)a= 
gotaS. 

§ 4. 

1. ©ie ^aflrierungSgetaben bet StujsentomM an ben ®den A unb B 
beS ©reiedS ABC fdjneiben einaubet itn fj^untte W 0 . ©itrd| biefett Sfhinft 
geljt audj bie §af6ieumg3getabe be§ SBinfdS y. ©ie gufjpimlte ber bon 
W 0 auf BC, AC mtb AB gefitUten ©eufredjten feien A 0 , B 0 unb C 0 - 
©amt ift 

A WoACo = WoABo = Hi — A WoBCo = W 0 BA 0 = 1 R. — 

A WqACo a W 0 AB 0 ; A W 0 BC 0 ^ W 0 BA 0 ; 

A AWcCo = AW„B 0 = |; A BW 0 C 0 = BW 0 A 0 = 

A AW 0 B = a + |3 = 1R - 

W 0 B 0 = W 0 C 0 = W 0 Ao = p c - 

Wo ift ber SDZittetpunft be§ ber©eite AB = e au&efd^Klww 
®rcife§ unb A 0 , B 0 unb C 0 bie SBetitfjtungSpunfte biefe3 ®reife3 rnitbcn 
©eiten a, b unb c. 

Sluf df|nltcf)e SBeife finbet man ben 3JZitteIpunit W a beS ber ©eitc 
BC = a anbefdjriefjeneit SfireifeS, beffen Serixljruttg§buntte mit ben 
©eiten a, b unb e mit A a , B 0 unb C a 6ejeid|net tuerben utbgen, unb ben 
SDZittelfJunlt Wt besi bet ©eite AC = b nn6efdjrie£> eiten Steifei, 



©rioeitenmgen ber Seljraufeaben bet frilljereu JWaffen. 


beffen SBerft E) run g S J3 urtl t e nut ben ©eiten a, b mtb c mit At, B^ imb C 
fieaeidjnet Herbert mfigeit. [SSergl. Panim. § 101, 222.] 


2. AB 0 = ACoj BAo =* BC 0 ; CBc = CAoj 

CB 0 “f“ CAo = CA -|- ACo “f* CB -f- BCq = a -|- b -f- c = 2sj 

CB 0 = CA 0 = *±±± a - = s; 

ACo = ABo = CBo — CA = = g - b (= BC' = BA') 

Jt 

BCo = BAo = CAo - CB = a = s — a (= AC' = AB'); 

AB a = AC a = a; BAa = BC a = a — c; CA ft = CB a = 3 — lb; 

BA b = BC b = s; AB b = AC b = a - c; CB b = CAi, = s — n; 

ACb = BC ft = s - c; AC' — BC 0 = a — a; 

B(T = ACo = s — b; 

O' Co = ACo — AC' = a — b — (a — a) = a — b; C a Cb = a -j- b; 
CaC' = a; CbCo = a; C b O' = b; C ft C 0 = b; 

B'Bo = A' A,.. = AB = c.; 


C'Sc — CoS,.. 



Cl, So =- CaSo 


11 + 1' 
2 


11. ©a Z WAWc = WBWo = lit, fo liegcu bie Diet 1 SJSuitlte A, 
W, B, W„ attf cittern Atrcifc, fiir tuclcljen WW C ber ©ttrcljuieffcr mtb bev 
)pnfbierunci3pmi!t D u non WW B ber SDcittolpuntt ift. 

ffenntinan atfo W unb W 0 , |d Ijat matt ciiteit gcom. Drt fiir A, B nub C. 

^AW,.W = ABW =2 tils UmfaugStbintel fiber bcmfeltieu fflofion; 


B W „W — B AW — ^ ; ^AD«C==ADoW=2.AWoW=^ ^BD U C=«; 

folglid) lieflt I),., anf bem bent ©reiede ABC ltmbefdjrtcbeticu Wreife; ebenfo 
niirl) bie .vuiUiieYiutrteifutuftc D ft bon WW IL mtb Di, bon WWi, . ©a 
D,,A —■ I)„B, fo ift D« bev .'pfllbicvtutgftpunft bcS JBogcuS AB. 


4. ©a Zl WaAWi, ■= W tt BWt, = 1 It, fo licgctt bie bier s JSunEte W u , 
A, B uitb Wb attf cittern Sircifc, fiir luelcljcn W a Wb ber ©urdjmeffer nub bev 
jpaUuerunflSpimft E 0 bon W 0 Wb ber aitittetpuutt ift. Steunt matt alfo 
W,i mtb Wi, , fo Ijat man cittcit fjeotn. Drt fiir A, B nub C. 

^ AWaW„ - ABW„ = J; BW„Wa = BAWa = 

AEoC = AEoWi, — 2 . AWaWb = ft 
fotglid) tiegt E 0 attf bent bem ©reiecte ABC umbefdjrtcbenen feeife; ebenfo 
bie £>albienutfj3.pnnite E a bon WbW 0 unb Eb bon W n W 0 . 
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Evluelterungen ber SerjrcrafgnBen bet friifjevert Alaffen. 


5. ©a DoA = D 0 B unb E 0 A = E 0 B, fo fiegen D 0 unb E 0 cutf ber 
Sftittelfenfredjten bon AB; DoE 0 ift baf>er ein ©urdjmeffcr be§ Sh-eifeS tint 
ABC, unb ber ^albieruitgSpunft bon D 0 E 0 ber 3J?tttefymnft M biefcS JtretfeA 

6. WaWVWo ift ein ©teiecf, beffen $iif)en W a A, WbB itnb W,..C 
ehtanber in W fdjnetben, beffen ©eiten in ben SPunften E a , Eb unb E u , 
unb beffeit obere .fDfifjenabfdjnitte W a W, WbW nnb W 0 W in ben fPunfteit 
D a , Db unb D 0 Ijalbtert taierben. ©ie SJJunfte A, B, C, E a , Eb, E 0| D a , 
Db unb Do Iiegen auf einem ®retfe, beffen 3KitteIfnmft ber ^albiermtgfc 
punft bon DoE 0 ift. 

7. ©ie burd) W gu AB gegogeite ffJaraHele fctjneibet btc SBetlfingerititg 

ooit WoCo in einem 5|5un!te F beg Steifeg AWBW 0 ; bamt ift in bent 
redftwinfligen ©teiede WFW 0 bie ftatljete W 0 F = p 0 + p, bie ®atl)ete 
WF = CTCo == a — b unb z^ WW 0 F = Zl (h 0 w 7 ) = _ 0). 

©ie buret) W git BC gegogene ‘Parattete fdjneibet W 0 A 0 in eiitem 
^Junftc Q- beS EreifeS AWBW C ; bamt ift in bent redjttointtigen ©reiede 
WGW 0 bie Satljete W C G = p 0 — p, bie $?atljete WG = A'A 0 = c unb 
zd W 0 WG = i y. 

©ie bttrdj Wb gu AB gegogene Sparaflete fcljneibet W a C a tit cinent 
Spuitfte J be§ freifeg WbABW a ; bamt ift in bent redjttbinftigen ©teiefe 
WbJWi bie Statljete W a J = p a — pb, bie fattjete WbJ = CbC a = a + b 

unb z£ W a WbJ = - g - " (bte ©djenlel biefeS 9SinfeI§ ftefjert auf beiten 

be§ Z. (bowy) fenfredjt). 

©ie burdj Wb gu BC gegogene SParaHele fdjneibet bie SSerlfiitgeruitg 
bon WaAa in einem Spunfte K beg SEreifeg WbABW a ; bann ift in bem 
redjtoinfligen ©retede W b KW a bie S?at£)ete W a K = p a -f p b , bie Sto» 
ttjete WbK = AbA a = c unb zd WbW a K == |y. 


Sin ©reietf gu geidjnen auS 

1) Qo , a, 0 2) Qe , y, a (b, w y , p, o, r, a + b — c, a + o — b, b + c — a). 

3) Q a , a + b + c, a (0, w,., p, b a , bb, h 0 ). 4) p e , c, a -f b (r). 

5) r + Q a , c, 7 . 6 ) p 0 , a, b (c, p, a + b + c, b + c — a, b 0 , hb , b a ). 

7) p 0 , a + c — b, 7 (ft p, h B , h b , h a ). 8 ) a + b + c, 7 , w,, (p, h b , h a ). 

9) Po + P, «, 0. 10) p 0 + p, a, b. 11) p 0 + p, a — 0, a (a + b). 

12) po + p, a — b, a ( 0 , 7, 0, h a , hb, p — q, it, t, u — v). 

13) p 0 — p, a, 0. 14) p 0 — p, a : b : c. 

15) po — p, 7 , a + b (a + b + 0 , a : b). 

16) po — p, c, a {a — 0, a + b, h 0 , s 0 , p, u, a : b, u : v, hb : b a ). 




Wufgaben au§ ber redjitettben ©eortietx'le. 
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17) ()a — ()b, a, 18) Q& — Pb, a, b. 19) Q& — Qb , a — /3, c (a — b). 

20) p a — p b , a + b f a ( 7 , c)> 21) p a + pb, a, 

22) p ft + pb, c , a (a — ft a + b). 23) p a + Pb, 7, a ± b (a + b + c). 

24) p 0 , p, a — /? (a — b, 7 , 0 ). 25) p a , pt>, a — /9 (a + b, 7 , c). 


2 . Zitfgalmt ait 0 bcr ndjnenben ®eometru. 

§ 6 . 

Slufgabe. 3 )ic ©citcn u 11 b b cn S-Ifidjenuiljalt eiiteS SDretecEg au£ 
be 11 .ftBljcii $11 bcvedjucn. 

S X 11 fib fling. CS-S ift 

F — -g- Cll t . -■ - )/ >S (K il) (H “ b) (S C). 

XHiii? ah ft — di u nub bln, = did 

evgiebt fid) a— - t f lu 1111 b b=^^ lu ; 

liii In. 

folfllicf) ift 2 s — a -■)- 1 ' + <■ ' ^ + c 

, 111) lie + b tt Lc H~ lift ll|| 

; Ti7hir 

— lii, h« H- li tt lie. H- K liu 

ha In, 

hi) ll„ hallo -j- ha 111) 
lla lib 

h|, lie. + ll u llo lla 111 , 

lla 111, 

'Sl'lU IIUUI lla llj, + lib hi, + holla = 2 8b, fl) ift 

8|, fl |i — 111, h„ Hb ho lla Sh lla h|, 

H---C, , ,8 — il = C , , ,8 — 1 = 0. , ,8 — C=0 , 

ha hb ll a lib lla hi, lla lib 

£ch„-= y"$ (b — a) (b — b) (8 — o') 

( 1,2 ... , / 

= h !i Jjj -lY Bb ( Bl1 — llah| ') ( ai ‘ — hbh u ) ( Bl> — h ° lln * 

ha 2 h„ 2 ll° . 

c ssa r llllD 

2 y 8h (Sb — h a ' lib) (8|, — lib ho) (Bh — h u lla) 


2 I s - - ft) — - - a -)- b -f- c ----- o 

2 ih — 1)1 il h -|- o- o 
2 Is - cl --- -= u -1- b — o- o 


F 


ha 2 hb 2 ho 2 

4/sb (at — h a hb) (ab — lib ho) (su — h 0 ha) 
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SlufQabett au§ bee eedjuenben ©eomettle, 


§ 7. 

2tufgabe 1. ©ie brei ©eitenEtnlbierenben elites ©reiedES auS 
ben ©eiten ju berecEjtteit. 

SlufliJfung. SCtiS a 2 + b 2 = 2^*+ 2 Be 2 [§ 1, 34 1] 

ergiebt fief) s 0 = •i-')/'2(a 2 + b 2 ) — o 2 . 

Stnmetlung. ©rtidEt man aucl) e a unb Bb burdE) bie ©eiten anS, fo et> 
giebt fiefj 4 (fib 2 — e a 2 ) == 3 (a 2 — b 2 ) = 3 (p 2 — q 2 ); 

4(s a 2 + 8b 2 + Bo 2 ) = 8 (a 2 + b 2 + c 2 ); 

4( — 3 a 2 + 2B b 2 + 2 So 2 ) = 9a 2 u. f. Up. 

Stufgabe 2. 2t’uS jttpei ©eiteit (a unb b) eineS ©reiedES unb bee 
Sue britten ©eite gef)i)rigen ©eitenfjalbierenben (s 0 ) bie britte 
©eite unb ben fjlticlfeniitfjalt i u berecEjnen. 

Stuflbfung. 1) 2fuS a 2 -f b 2 = 2^ + 2s 0 2 

ergiebt fid) e = "^2 (a 2 + b 2 — 2s 0 2 ). 

2) SBerlSngert man bie ©eitenfiatbierenbe CS 0 = So itbet S 0 §inauS u«t 
fict) fclbft biS O' unb oerb inbet O'- mit B, fo ift A BSoO' i£> AS 0 C, fofgfiif) 
A ABC = CC'B; ba bie ©eiten be» lejjteren ©reiecES gleid) a, b unb 2s 0 finb, 
fo ergiebt fid) fur ben fflactjeninljalt be§ ©reietfS ABC 

F = £ y (a -f- b + 2s 0 ) ( — a -f b + 2s 0 ) (a — b -f 2s 0 ) (a + b — 2s 0 ) obec 

F = ~\T& (s' — a) (b' — b) (s' — ~2s 0 ), mo a -)- b + 2s 0 == 2b'. 

Slufgabe S. SEuS ben brei ©eitenfjalbierenbeit eineS ©reiedES 
bie ©eiten unb ben Siadjeninljait ju berec^nen. 

Stuftiifung. ©a im ©reiecE ABS ©eite AS = js a , ©eite BS = |sk 
uitb bie jur britten ©eite AB = o getjijrige: ©eitenfjalbierenbc SS 0 = -jBo ift, 
fo ift nad) boriger Slufgabe 

o = f ^(bq, 2 + sT 2 ) — s 0 2 it. f. tu. [©iefje aud) SEufgabe 1, Slum.] 

®et fjtdicfjeuin^att F beS ©reiecfS ABC ift breimal fo grofj alS bee 
gifidfjeninOalt F 0 beS ©reiedES ABS; nadfj ber borigen Siufgabe ift aber 

F u — J yT|9a+|8b+iSo) ( — •§Ba+|Bb+'j s o)(|Ba— |Sb+|S 0 ) (-|B a -|-|8b — |So) 
= J- "|/ (s a 4 8b "H" Bo) ( — So-f-Bb + Bo) (s a — Sb 4 S 0 ) (SaH-Bb 8 0 )j folglid) 
F=£ — B tt ) (B 7 — S b ) (S" — So), bPD. S a + B b + S 0 = 2 b". 

Sinmerluug. ®er Sul) aft febeS ©reiedES bereft ftd^ alfo jum Snf)afte 
beSienigeit ©reiecES, beffen ©eiten bie ©eitentfalbierenben beS erfteit finb, 
tbie 4:3. 


I 



Stufgftben au8 bet tedjttenben (Beoittetole. 


§ 8 . 

aruFaafie 1. $ie STSfdfjnitte, in Joetdfje bte ©eiten eineS ©teietfg 
but df) bie SBinlet^albierenben geteitt »**ben, auS ben ©eiten j« 
beted)nen. 

StuflBfung. SDie |jnl£)iermtg§gerabe be8 SBinlelS ACB telle bie ©eite AB 
in bte beiben SHjfdjnitte "W y B = n nnb W r A = v; oanrt ift n : y = a , , 
Set nun u + v => c ift, fo folgt 

ac , be 

n — — 7— r nub v = n x~V 
a + b a + b 

[Obet: 2lu9 u : v = a : b ergiebt fidj 

(u + V) : (a + b) = u : a = ▼ : b obet 

c : (a + b) = u : a = v : b, folglidj 


ac c 
= —— unb 
a + b 


v = 


be 


Stnmerf’uug 1. 2tuS 


a -|“ b 

> + v) : (a + b) = u : a 

u — v) : (a — b) = u : a 


] 


(a + b) u (a — b) u t 

— u +'v u — v 7 

(u — v) a 
a — b 7 


u 


= v : b unb 
= v : b folgt 

(a + b) v = (a — b) v. 

u + v U — V 7 

(u — v) b . 

"a"— b 7 

v bie ©eiten uub an§ u 


v = 


v, a, b bie 


menu 


jotglid) tnnn man auS a + b, u, 

Mbfdmitte u unb v bevccfjncii unb foiiftruiercii. 

IfiuS u : v = a : b imb a : b = Lb : K folgt u : v = m, : b a ; 
lit jo bon ben bier ©tuefeu u, v f h a , h b brei gegebcu ftnb, fo Taim man ha* 
oierte Stud beredpien unb Tonftruicren. 

gernev ift (u + v ) : (hb Hr ha) = u ‘ hi, = v : li a 

unb (u — v) : (lib — ha) = u • hb = v : b a ; folgltd) 


lU, = 


Oib_+Ju)u _ L h ii"J la)u ■ i ln _ 


u V 
ehl) 


u — V 

(u — v) lib 
hb — bo, 


(lib + ha) v = 

11+ V 
Clio, 

hb + b a 


(hi, — _h ft ) v 
u — V 
(ll — v) lla . 
lib — ha 


hi, + ha 

sjDtan taim bntjer auS lib + h a ,u, v bic £S f)en li a unb h b unb cud 
U + V f ha /hi, bie Slbfdjnittc u imb v OcrccTjiicit unb Touftruieren. 


b a — 


<i 2 folgt 


'Jhuni'viuug 2. 2luS ii 

(a — b) : (p — q) = c : (a + b). 

Wild) Wuiticvf. J ift' c : (a + b) = n : a — = v : b, folglidj ift 

(a — bl : (jp — q) = n ; a — v : b. 

SSeiiu billin' turn ben DiiT ©tiiefeu a — b, p — q, n, a (ober v, b) brei 
nfflcbcn finb, fo fmui man bud toicvtc ©tin! bererfptm unb lonfltuteten. 

° «u» u : v -•= a : b folgt (u - v) : (ft - b) - u : a - V : b foW 
ift (u — v) : (a — b) = (a — b) : (p — q), b. t). a — b ift bic jntttteice 
^Jroportiouale ju u — v itub p — q. 
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itlufgaben auS bet vcctjucnbcu ©eometrte. 


Stnmetlung 3. Stu§ (u — v) : (a — b) = n : a = v : b uub 

(a — b) : (p — q) = v : b = xx : a folgt 

(u — v) : (p — q) = uv : ab. 

SIiunerEung 4. gilt bte Hbfdjnitte W y B = xx' uub W/A = v', 

u wetdje bie ©cite AB butdj bic §qtt)iermtg§getabc bc§ SlufjennnnfclS an bcv 
(£cEe 0 geteitt roirb, etgiebt fid) 


-* c -, xtnb 
a — b 


be 

a — b 


Wy" 


SCufgabe 2. ©ie btei 2Bxn!el[)atbietenbeu (w«, w,*, w,.) cineS 
©tetecES auS ben ©eiteu ju betedjnen. 

StufIBfung. SSefc^reibt man urn baS ©teieef ABC ben ffitciS, betldugevt 
bie SBinfelfiatbierenbe CW ? = w y bi§ jum ©djnittpunfte D mit bent umbe* 
fdjciebeuen ®teife unb Derbiubet D mit A, fo etgiebt fid) au§ bet StfjuUdjfcit 
bet ©teiecEe CDA unb CBW y , menu man W y D mit x bejeidpxet, 

(w, + x) : b = a : w y obet w y 2 + w y x = ab. ©a nun w y x = nv, fo ift 

w y 2 = ab — nv. 

©efct man bie in bet borigetx Stufgabc fiir u unb v gefuitbenen SDScrte cut, 
fo erfyatt man 

„ , abc 2 . 

=ab -(a + b) 2 0bCL ' 

ab (a -j- b -j~ c) ( a + b — c ) 

(a + b) 2 

, 3tuf ttljnlidje SBeifc etgiebt fid), menu man bie £>nlluo= 
lullssut4UUt be§ 9tufjentt)in!eI3 an bet ©cEe C bi§ gum ©dputtpimfte IV 
mit bem umbefd)tiebenen Stcife Dcrliingert unb D' mit A oerbinbet, 

, ab ( — a + b + c) (a — b + c) 

W ' = Ta—~bT 2 

§ a- 

Slufgabe. ©enfftabiuS bcS einem ©tcied umbcfdjticbcueuSEreifeS 
an betedjnen au8 a) a»ex ©eiten unb bet jut btitteu ©cite ge* 
I)Btigen §iilje. b) ben btei ©citcn. 

aiuflBfung. 8iet)t man int ©teiecE ABC ben ©utdjmeffct CD bcS urn* 
befdjtiebeuen SEteifeS, betbinbet D mit A unb geidjnet bie jut ©eite AB geljiltige 
#i)f)e OE, fo ift A CAD ^ CEB, folglid) ift 

ab . * 

(2 r) : b = a : li 0 ober r = ^ ■ (1) 


31 inner Jung. 
rungSgerabc OW/ 


2 F 


jo folgt 


abc 


©a li 0 = 

e 

abc 

r = 4 F 4 . y s (s — a) (b — b) (s — c) 
31uS ber lenten ©leitfjuitg folgt 

F = • . (3) 

4r 


(a) 


I 
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Slufgafcen auS bet tedjnenbett ©eometrte. 


li6ung|tt. Sftadjsutoetfen, baft bte fotgenbeit SluSbrudEe gleidj 1 finb: 
a'i ab _ fob + h ») 2r fob— h a )2r ^ 2r (h b — h a ) (a + b) 

' 2rh 0 ' (a + b)c j '(a-b)c' J (p 2 — q 2 )c 

2r(h b + h a ) (a — b) rh a h b h e ^ 4^h a h b h 0 (|+^ + ^-) 

(P 2 — <l 2 )c ' 2F 2 ' e ' abc fo a + h b 4- h 0 ) 

(Sin ®teietf jn fonftruieren auS ab = l 2 unb a) r, o. b) h 0 , c. 
c) r, y. d) o, y. e) h 0 , y. f) r, a. g) r, q. h) ho, B 0 . i) r, s 0 . 
k) h 0 , « — (3. 1) ho, w y . m) w,-, a — |3. n) r , a — (J. o) F, c. 

p) F, r. q) F, h 0 . 


§ 10 . 


ytufgabe. ®ie fRabien bet etttem ®reiecE anbefd)tiebenen Sreife 
ouS ben ©eiten ju beredjnen. 

StuflBfung. ®a bet gtadjenihtjalt F be§ ®reiec!§ ABC gfeid) bet ©umme 
bet gla^eninljalte bet ®teiecfe BCW 0 unb ACW 0 berminbert um ben Slitdjen* 
nfoalt beg ®reiecfS ABW 0 ifi, )o erfitlt ntan 

F == 4ap 0 + -J-bpc — 4cp 0 = |(a + b — c) p c == (s — c) p 0 ; 
folgltrf) ift Q a - F ■ 1/ s (a — a) (a b) . tiiofelbc 2Bcifc ev» 

s c f B ■ — C 

fjiebt fid) p a F = . . V* ( 8 ~ b ) ( 8 - c ) unb 
d — a r s — a 




fo if* m 


F 

H — b 

F 

a 


-v 


l/" 8 fo ... a U s c ). ®a aujferbem 
f s — b 

(s - a) (s — b) (b — c) unc f ) p an . § 11 3 , 6 , 4 , 


(a — a) (b b) ) p a p b =— s (b — r.) ; 

F 2 ; ppo papb ab ; 

(ill _ S (>a _ s --- b a 

(J M — C * ^>b k — a 


iyenicr taf 3 t fid) Icidjt acigeu, baft 


1 

— 1 + 1 •' 

2 . 

1 

4- 

1 + 


Q* Qh 

b c 1 

pa 


1 

+ 1 

4 . 

1 

+ 

1 


pa Pb 

ho 

Q 

abc 




Pa 4- Pb 4" Po 

— Q = 

F 

- -• 

- 4 r; 



(Pa H- Pb) (Po — P) = 
(Pa -I- Pb) (po f p) = 
Pa 4- Pb 


«*» (P» — 9»>) (po 4- P) == ** — =-’ - I*; 

(a + b) c; (p a — pb) (po — p) — (a — b)c; 

c . po 4- p a 4- b 


Pa — Pb a — b ’ po — p 

AomMb-ttoeber, Stlgouometrle, ttmarfceltMig. 


c 


2 
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Slufea 6 en ctuB bet tedjnwibat ©enmetrie. 


1 c 

StuS'F = -Jch 0 folgt - = jpg,- ttnb IjierauS 

lie « -E 



SK;t8 — — — + — = F — -Jcho unb F 2 = e$ a Qb?o folflt 

0 0c 0a 0b -Ac 

0 0—0 9 a + 9 b _ _ c _ _ 0 

0o0 0a0b he ^ V r 00a0bpo* 

C == * VT^o = — — V^^a^b^O* 

00 0 * * 0a 0b 


Stu3 



2_ 

h 0 




* unb 
9b 



1 

he 


1 

h c 


-h 1 fofgt 
0c 


ft ^ unb J2-ZL_£- = A 

Ho — 0b 0b ho H" 0c 0o 


JErtigt man baljer aitf enter ©eraben boit einem SPunfte berfelfieit am? 
h C/ 0 a unb 0 b nad) berfelben ©eite fjm ab, fo iff h 0 in ben freieit Gcubpunftcu 
bon 0 a unb 0 b Ijarmonifcl) geteift. [^tanim. § 120, B, 2lnm. 4.] 

STrftgt man auf einer ©eraben bon einem Spnnfte berfelben au§ h 0 nub q 
nadj ber einen, 0 O nad) ber anberen ©cite 'fjin ab, fo ift h 0 in ben fteien (£nb= 
punlten Hon 0 unb 0 C Ijarmoniftf) geteilt. 


U bun gen, Su beloeifeu, bafe folgenbe StuSbrucfe gleidj 1 finb: 

1 


a) 2F 


_A + . 1,1 

ha hb ho 


b) 2F 


A. , A._ 1 

ha hb ho 
a + b — c 


c) 


8) 


d) 


( a + b + c ) ( 1 + b" + \ ) 

L) 


b 

+ fib 


a -f- b + c 

(a + b + c)(bV + l b - j-) 

(a + b - c) ( h X a - + (ha-f hb+b 0 ) ( jJ- 

A+J + . 1 V _1 + A + AVJ._A. + IV- 1 - + A— A' 

lia T h b ^ hoA lift ^ lib ' ho/ Ua b b ' h 0 ’• ^ ■ 

s (s — a) (s — b) (s — c). 

(a + b + c) abc 


/Vha 1 hb ho) 


*) 





StufgaBen au® bet redjnenben ©eofnettle. 
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§ 11 . 


Stufgafie. Die (Sntfernung ber ffltittelpunlte beS eiitern SDteiedE 
um6efd)riebenett unb be§ bemDretecJ etnbefdjictebenett ®reife§ au§ 
ben fftnbien bicfet ®reife ju beredjnen. 


Sluftafung. SSerldngett man bie 33et= 
binbnngSftrecfe ber‘ 9Ji ittelp unite M unb W 
beS unu> unb be§ ein&efdjrictienen SvetfeS I)i§ 
ju ben ©djnittpunlten D unb B mit beut 
uiubefdjriebeueu SSreife unb bic 2BtnFettial= 
bieteube CWy biS juni <§d)nittjnm!tc F mit 
biefent Srcife, fo ift WE . WD = WC . WF 
ober, menu man MW niit e unb ben 3in= 
biuS beS umbefcfjricbencu SfrcifcB in it r lies 
jeidjnct, 

(r H- e) (r — e) = WC . WF obcr 
e 2 r 2 — WC . WF. 



Dn _ WAF - r AWF - " -h l, nlfo WF - FA ift, fo folgt 

2 2 


(1) o 2 r 2 - WC . FA. 

Sallt mnit boit W nuf AC bn3 Uot WF ----- q , berlaugcrt MF iiber M 
l)inau§ big jinn ©djuittpuiit't Gl- niit bent iimbcfdjriebeiicii .SPreife unb Ocrbinbet 
G mit A, fo folgt auS ber Slljiilidjfcit ber Dreiecfc WB'C unb FAG, baf* 
WC : WB' = FG : FA obcr WC . FA . FO . WB' obcr (2) WC . FA 2r . g. 
^luS (1) unb (2) folgt 

e 2 r- — 2rp r (r — 2 <j) (r — (O 2 — y 2 . 


iHnmcrtiiiigcu. 1. 9luf glcictjc SSScife finbet man ftir bic (Sntievuuug be* 
UJiittetpiniftcS bcS umbcfdjricbeiim unb betf ber ©cite AB -- c anbefd)ricbeiieu 
Ah‘eife$ 

n o 2 = r 3 h 2r() u r (r |- 2y c ) U‘ |- QcX* — y* 1 . 

2. Sfufii o 2 - r 2 - 2f(i folgt, baft r 2 . 2r(> obcr l* > 2^ , b. 1). ber 
Wflbius bcs» ciiicnt ®reiecf umbcfdjricbcncn Aireifctf ift grtifier obcr gteiefy bent 
'Buvcljmeffeu bed ehibcfdjvicbcucit .WrcifeS, 


§ 12. 

lUufgabc. bcu ©citen eiue§ SEtapejcS bcu 3Uid)cniu[)aIt' 

(F) ju bcrcdjneu. 

Sluflbjuitg. ©cjeidjiiet man bic $Ufjc be£ 2/rapeje£ ABCD, b. f). bcu 
s 3tt)ftanb ber beiben paralletcn ©eitcu AB unb CD, mit h, fo ift F = i(a + c)li. 
3ie^t man buvclj bcu emeu (Snbpunlt ber Iteiueren paraHelett ©eite CD, J. 8J, C, 
ju ber nidjt benacf)barteti ber bclbcu nidjt parattelen ©eiten, alfo ju AD, bie 

2 * 
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5|JaraffeIe CE, fo ift bie fpBIje beS JEtapegeg audj bie 311 V ©eite EB — a — c 
beg eittftanbenen ®teie<f§ EBC geljbrige jpblje; folgfidj ift nctdj sjjlanitn. § 118, 6 , 2 

h = y n B , (8 / — a-)- c) (s' — b)(s' — dj, »oa — c+b+d=2s' p 

folglidj E = a -i- c yY (s' — a + c) (s' — b) (s' — d). 

£t — ~ C 


§ 13. 


31ufga6e 1 . ®ie ®iagtmalen eineg ©eljnenbierecfS au3 ben 
©etteit ju Beredjnen. 



Slnflflfung. Sm ©eljnenbierecE ABOD ift 
F ’ Tt 

folgtit^ j= if* Q&er it ad) § a 

ef — ac + bd, folglidj ift 

2 (ac-f-bd) (ad-j-bc) 2 (ac+ bd)(a b+cd) 

6 ab+cd U ‘ ad+bc 


Stufgabe 2. ften Sul) alt (F) etne§ ©eljitenbierecfs au§ ben 
©eiten jit berecfjnen. 



Sluftbfitng. SDenft man fid) 
Me beiben gegenuberliegenben 
©etten AB unb CD bi§ ju il)rcm 
©lircijfdjnittSbunlte E berlclngcrt, 
fo ift ber Snfjalt F be§ ©eljnen* 
bierecfS gletdj ber ©tjfercnj ber 
Su^alte F' unb F" ber ©reieefe 
AED unb BEC. SDiefe betben 
jbreieef e finb einanber ciljnficlj, ba 
fie in ben SBinfefn iibereinfiinimen ; 

F' — Sf" unb 


3lun ift 


-(M f - 


©egeicl^nct man CE mit x nnb BE mit y. 


b 2 
fo ift 


F" = iVfc + y + b) (— x + y + b) (x — y + b) (x + y — b). 
x : b — (y H- a) : d , dx — by == ab , 

y : b = (x + c) : d , bx — dy = — be , folglidj 


x — 


— b (■* + be) 


d 2 — b 2 


nnb y 


b (ab + cd) 

a 2 — b 2 


folglidj 
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x + y + b 


— x+y+b 
x + y — b 


b(ad + be + ab + cd + d 2 — b 2 ) 
d 2 — b 2 

b[a (d. -j- b)_+ c(d _+ b)_+ (d — b) (d -f- b)] 
d 2 — b' 2 ' 


b(a + o + 4 — b) 
d-^b 

b(— a + o + d + b) 
" d-l-b 

b(a + c — d + b) 
d - b 


ebenfo 

x— y + b = 
®a$ct if! 


b(a — o + d+ b) 
d + b 


F '^2 V (a+c+d — b) ( — a+c+4+b) (a — c-f-d-|-b) (a-|-c — d-f-b), 

fotgtid) 

F = — ; ~f/"\a-j-c-f-d — b) ( — a-j-c-j-d-l-b) (a— c-f-d-j-b) (a-j-c d-J-b) obet 

F=-V> — a) (s — b) (b — c) (b — d), loo a + b + c + d = 2s. 

Stnmertung. Sft eitte bet bier ©eiten bcS ©etjitenbierecES ABGD, 
j. 93. d, gleidj 5JMC, fo gefjt bie obige Sormel fiber in bic Sonnet fur ben 
gtiidjcninljnlt eiite§ ®reiecf§. ffptanim. § 118, 6, a.] 


3. fiottffruhtiou algelitaifdjer ^Utsbriidte. 3Lnflofung von 3Ufgctben 

burd) Jtedjnnng. 

S 14. 

2 )ie lutoenbung ber SUgebra a«f geoinetrifclje Stufgaben ift and) bamt 
■\utfiffig mtb julueileu feijr stoedmiijjig, fogar unentbet)tlict) r menu bie be-- 
faunten ©eftinunungen bet Stufgabc (©treden , SBinfct unb S^ddjeu) nid)t 
in Sat)tcn, foubetn burd) ^etd)nung gegebcit fiitb, unb bad iliefuttat ebem 
fatld burd) ^eic^nung barflefteUt merbeit foil. 

3 J?an nimmt bie Stufgabe aid getBft an, jjeidjnct clue il)teit ©cbiugmtgen 
ctloa entfpredjcube ^tgur , bejeidjnet bie gcfucfjtcu ©treden, auf beten ©e= 
ftimmung bic Sluftiifung ber Stufgabe surftdgeffiljrt toirb, niit x, y, . . . 
bie betannteu ©treden mit a, b, c, . . . (Sptanim. § 11 . 0 , Slum.), ftettt bic 
burd) bie Slufgabe unb bic Sigut bebingte Stbtjfingigfeit ber unbetamtten 
unb belannten ©tBfjen burd) jo biete bon eiitanber uuabtjttngige ©teidjungen 
bar, ats Uubelamttc bortjanben finb, Itift baS ertjatteue ©Ijftem bon 
(Sfleidjungcn nad) ben Unbetannten auf unb lonftruiert bie fo burd) Sited) 
ttung getoonnenen StuSbrfide. 

S)ie einfadjften ffotmen, auf toeldje fotd)e SCuSbrtlcle, faGS fie fibers 
f)auf)t mit Sineat unb 3 ir!et lonftruierbar finb, ^urfidgeffifirt toerben tBnnen, 
finb bie folgenben, too m unb n unbenatmte ganje 3 &E)tm bebeuten: 
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1) x = a + b ift bie <Summe gtoeier ©tredcu, 

2) x = a — b bie ©iffereng. gtoeier ©tredEen, 

3) i = ma baS mfad)e bon a, 

4) x = ^ ber mte SEeit bon a (Spianint. § 84, 2litfg.), 

ab 

5) x = — bie oierte ^Proportionate gu c, a unb b (fptaniiu. § 120, 1 ; 

C 

§ 138, fietjrf. 1 unb 2), 
a 2 

6) x = ^- bie britte ^Proportionate git b unb a (Spianint. t? 120, 2; 

§ 135, Sef)rf. 1 unb 2; § 138, £et)rf. 3, ^uf. 1), 

7) x = i/ab bie mittlere ^Proportionate gtoifctjen a unb b (iptttniiu. 
§ 136, 1; § 138, £et)rf. 3, £uf. 1), 

8) x = V a 2 -f b 2 bie §tjpotenufe beS redjtnrinfligen Sreiccfo, bcffeit 
Sattjeten a unb b finb, 

9) x = /a 2 — b 2 bie eine Satljete beg redjttoinftigen ©reiccfei, bcffeit 
tpppotenufe a, unb beffen attbere ^atf) ete b ift; ober, ba x=-= V(a-|- b)(a — b), 
bie mittlere ^proportionate gtoifctjen a + b unb a — b, 

10) x = aVm = Vm.a 2 = V a. ma bie mittlere ^Proportionate 
■jtmfdfen a unb ma. 

9iur fet ten getangt man gu fomptigierteren SluSbritcfen , toetdjc un* 
mitteI6ar eine Beftimmte geomettifdje SBebeutung tjaben unb eine ciitfadjerc 
©arfteltung jutaffen, all bie guriteffitbrung auf bie ertofitjntcn ftovmeti 
ergiebt. ©ergletdjen finb 

~Y3 (Spianim. § 113, 5, i); (fptanim. § 113, 6, i); . 


1 '|/(a-|-b + c)”(a+b— c)(a— b + c)(— a+b-fc) (Sptanim. § 113, 


2c 


Y tl^± l±£ 1*. +- £ - ?> ( spia„i„u § li:i, li, ,); 
/a 2 H-b 2 _+2"ac [§1]; [§7]; V 2(a 2 +b 2 '--2« 2 ) |$7|: 

2 (VT — 1) (fptanim. § 142, 1, d). 


§15. 

3n bieten fallen berutjt bie rein geontetrifdje Sfifitug ber Stufgaben 
auf benfetbert Sonftruttionen, teethe ftd) an£ ber burd) Sfiedjmtng gefun* 
bejten gormet ergeben, toie g. SB. in ber Stufgabe 6 beg § 136 ber, fptani* 
metrie. 
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SBegexcEjttet man nfimUdj mit g unb h bie ©runblinie unb §81je beg 
gegebenen ungleidjfeitigen, mit x unb y bie gteicljinamigen ©tiide beg bet* 
langten gteicEjjeitigen ©reiedg, fo ift 

^ =■= --- unb y =^= ^1^3 (Sptanim. § 113, 5, i), atfo 

gk“— p “ k 

ton,:; ,-V&p 


Sftun ift bie §8t)e eineg fiber g fonftruierten gleitfifeitigen fcretetfg 

unb y bie mittlerc proportionate gtoifdjen biefer $8f)e unb ber §8be li 
beg gegebenen ©reiccEg. 

©agfelbe gilt aud) bon ptanim. § 139, Stufg., bergl. Panirn. § 142, 


s Xufg. 1, d. 

S3ci mandjen lufgabcn ift bie rein geometrifd)e Sluflbfung mel ein= 
fadjer unb teidjter, bei aitberen, menn ubertjaupt fc£)on gelungen, bebeutenb 
fdjtoicriger alg bie Souftruttion, ibcldje bie algebraifdje Sbfung erforbert. 


§ 16. 
Ubungen. 


x ju tonftruieren, menu 


1) x ■- 

4) x • 


& “|” b — c d« 
ac + be . 


2) x =- 

a fi— b* 
<: 



Jc. 3)x= atr 
t J e c . [@ebe a d b = y (1); 


baim ift x --= y ‘ ° (2). 2luS (1) finbet man y nnd) § 14, 5, bann auS (2) 

a ,J , abed w a4 . 

x cbcnfaUS uad) $ 14, 5.] 7) x : : ^ 8) x ) v 2 c 


10) x 
IB) x = 


a- 1 

b 2 c 2 
r al)C 
d 


12) x = 


«) X - -Vi [--Ki-V 

Y a ^° ■ X — ■ ]/ ab • c.] 14 ) x = fAab ■> C(L 



, x j/a(b ff); ober man fefee y = /ab, z- /cd, bann ift 

15) x - b*±^. 16)x = /a*±ab + b> 

!7) X =-• VP' + P'^o^a*. I®) x ==*/2 • [* * V^72a ; ober 
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x = '/a* + a 2 ; obet x = 2y ober SPlanim. § 142, l,b.] 

19) x = a/3 . [x = V a . 8a; ober x = '/(2a) 2 — a 2 ; obet 
x = V~(ai/2) 2 -|- a 2 ; ober Spfanim. § 142, l,c; ober x ift bie JpBljc be§ 
gteid^feitigen SDteiedig mit bet <3eite 2 a.] 20) x = a/T. 

21) x = V ab"/f . 22) x = |ys. 28) x = yiibcd. 


a 2 + b 2 
2c 


i 2 + b 2 + c 2 
3d ‘ 


26) x = 


de-f- fg 


27) Sur ©eitc AB eineg gegebetten ®reieefg ABC eine ifjatallele XY fo 
ju jteffen, bafj XY = AX. [Sftan fanit bte 9SataHeIe XY jieljen, toenu man 
bte Sage beg fJJunlteg X auf AC (obet beg gSutifteS Y auf BC) tennt. 33c- 
jeidjnet matt AX mit x, fo ift, ba XY = AX, aitcfj XY = x, unb cS et> 
giefit ftc§ au§ bet Sigur 

x ; c = (b — x) : b, 
bx = be — cx, 

(b + c)x = be, 

(b + c) : c = b : x. 

SOtait gielje Don 0 aug ettten beliebigett ©tra^I, trage auf biefem b -|- c 

ab big D, trage auf bet ©tredfe DC bon D au9 c ab big E, berbinbe D mit 

A unb gielje ju DA burdj E bie iparaKele; biefe fdmeibet AC in X. @iel;c 
audfj fplanim. § 49, 19.] 

28) ,8ur @«i e AB eineg gegebenen SBreiedEg ABC eine ^JaxatCele XY fo 
ftu jieljen, bafj 

a) CY = AX. b) AX + BY = AB. o) XY = BY -b AX. 

d) XY = BY+ CX. e) XY 2 = CY.BC. f) XY 2 = BY . CY. 

g) XY 2 = BY. CX. 

29) Sine fefte ©treefe AB = a int iJSunite X fo ju teilen, baft 

a) AX 2 — BX 2 = AB . BX. b) AX 2 — BX 2 = b 2 . 

o*) AX 2 + BX 2 = b 2 . d*) AX 2 = 2 . BX 2 . 

e*) AX 2 = 8 . BX 2 . f*) AX 2 = 2 AB . BX. 

g*) AX . BX = AX 2 — BX 2 . 

30) Stuf bet SSerlfingetung bet feften Strecfc AB = a fiber B fjiucuig 
einen ffsunft X fo ju beftimmen, bafj 

a*) BX 2 = AB . AX. b*) AB 2 = BX . AX. c*) AX . BX — b 2 . 

d) bie bon A an ben SEreiS, toeldjer BX alg SDurdjmeffer bat, gejogene 

Sangente gletdj 2 . AB ift. e*) bie bon A an ben ®teig, meWfjer BX atg 
©urdjmeffer Ijat, gejogene Sangente glefd) BX ift. 

*) ffile mit ebtem * Sinter ber laufettben Shimmer berfebenen Shtfgaben futjren auf 
flemifdjte qttabratifdje ©feldjttngen. 
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81) SSon einem feften $untte p nadEj einem feften Steife M eine ©efante 
fo ju jieljen, bajj 

a) bet Sujjere unb bet innete SIbfctjnitt gleitfj toetben. [®ie ©efante 
Ttibge ben £tei§ in X unb Y fdjneiben, bann ift nadB bet Stufgabe PX = XY ; 
man bejeidjnet PX mit x. ©egeidjnct man fernet Die etne bet betben bon P 
an ben Sheets getegten beJannten Sangenten PA mit a, fo ift x . 2x — a 2 ; 

X 2 = X 2 = a • b. Ij. x ift bie mittletc Sptoportionale jroifdjen 

ti a 

a unb £a. Slnbere Siifung: 2)ie bon P burdj M gegogene ©efante fdjneibe 
ben SJreig in B unb C. ©egeidjuet man bie befannte (Strecfe PB mit b unb 
ben betannten SftabiuS mit c, fo ift x . 2 x = b (b -f- 2c); x 2 ~ -Jb ■ (b + 2c); 
b. t). x ift bie mitttere proportionate gmijdjen -^b unb b -f- 2c. [Sejeidptet 
man PM mit d, fo ift x . 2x = (d + c} (d — c) u, f. to.] Sfti beibeu 
gftHen ift bie S?onftru!tion fel)r etnfad).] b) bag Sledded aug bent fhiftcvcu 
unb bem inueren Stbfdjnittc gleid) eincm gegebenen Duabrat toirb. c*) fid) 
ber innere 9t6fd)nitt gum ftuftereit pertjdtt tote m : n (2:1; 1:2; 3:2). 
d*) bag 9ied)ted aug ber ©efante unb bem initercn 9tbfd)nitte berfetben gteiof) 
einem gegebenen Ditabrat toirb. 

32) ‘SDurd) eiuen feften Punft innerljalb cineS feften SSrcifcS cine ©cfjue 
fo gu gief)en, baft a) bag Sftedjted au§ ber ©eljue. unb bem eiuen 9tbfd)uitte 
berfetben gteid) einem gegebenen Duabrat toirb. b*) fid) bie Stbfdpiitte Per- 
batten toie m:n (1:4; 1:2; 3:4). c*) ber eine 9lbfd)nitt uni cine gegebene 
©treefe a grtifter alg ber aubere Wbfdjnitt ift. d*) fxc in bem piuiftc ftetig 
getcilt toirb. 

33) 3n einem feften Streifc cine ©efjuc fo gu gicljcu, bajj a*) ber 
ftaub berfetben Pont 2ftittetpun£te bie mitttere proportionate gtoifdjeu ber 
©etjue unb bem SWabiug ift. b*) ber SJiabiug bie mitttere proportionate gtoifdjcu 
iljr unb ifjrem Sttbftanbe Pom SJtittelpunfte ift. 

34) 2tuf einem feften Sretfe eiuen Puuft gu fiuben, fo baft a*) bie ©mnmc, 
b*) bie ®iffereng ber beibeu nad) ben Enbpunften eineg feften jDurdjmefferg 
gcgogcncu ©etjuen gteid) ciuev gegebenen ©treefe ift. 

35*) Muftcrtjatb ciucg feften Strcifeg eiuen punft fo gu beftintmeu, baf 3 
fein Stbfiaub Pom SDtittctpuuftc bic mitttere proportionate gtoifd)ctt bem ®urdj* 
meffer unb ber ©umme ber beibeu Pou bem puuftc an ben ®retg gcgogcitcn 
Eaugeutcu ift. 

36*) Stuf her in beni citten ffinbpunlte eiue§ feften SfiretSburdjincfferS an 
ben Shreig gegogenen Xangente einen 5BuuIt fo gu beftimmen, baft ber ciuftcre 
3lt>fd)uitt ber pou i^m nad) bem nnoeren (Snbpuultc beg 'SJurdjmefferg ge* 
gogeneu ©efantc gteid^ bem fturdjmeffer ift. 

37) Etn gteidjfeitigcg ftreied! in ein Ouabrat gu Pertoaubetn. 

38) Ein a) Duabrat , b) 9tec^tedE in cin gteidEjfeitigeg ®reied gu Per* 
iuanbclu. 

89) Eiit Duabrat hi ein Sftedjted gu Pertnaubetn, Pou bem gegeben ift 
a*) bie ©umme (2>iffereng) gtneler benad^barten ©elteu. b*) bag SBerpttnig 
gtoeier benac^barten ©eiten. c*) bie ©umme (Xiffercng) ber Duabrate gtoeier 
benad§6arteu ©eiteu. d*) bie ®iagonafe. 
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40) (Sin redjtrmnEItgeS ®reiecE gu fonfiruiereu, beffen ^typotennje gcgcOeu 
ift, uub in toeldjeni bte grogere Satiate a*) baS aritljmetifdje SKittel, b*) bie 
mitttere ^Proportionate gtnifcljen ber $ljpotenufe unb ber anbeten Siatljete ift. 

41) Sin recfjtnrinEligeS ©reiedE gu Eonftruieren auS a 3 * 5 ) 1), p. b) c + b, p. 

c*) c ± a, p. d*) c, a ± p. e*) q, p ± li c . f*) a + b, F. g*) a ± b, c. 

h*) a + b + c, b e . i*) a -f b + c, F. k*) a + b, b 0 . 

42) Sin gletd)fd)enEligeS®reied 511 lonftruieren auS h 0 unb a*)a+e. b*)k a - 

48) Sin ©reted gu lonftruieren auS a + b unb a*) p, q. b*) c, s 0 . 

44) Sin ©reied gu lonftruieren auS a) h c , a + b, c. b) h 0 , a — b, c. 

c) h 0 , a + b, p — q. d) ho, a — b, p — q. [8u a): 3ft ini ©reiecE ABC 
bie ©eite AB gteidj k, bie gugeljBrige §i3l)e gleicf) 1, bie ©urnme ber beiben 
anbeten ©eiten gleicf) m, bie gtbfere biejer beiben ©eiten gleidj x, bie Heincrc 
gleic^ y, jo ift 

, , , l/m + k m — k k + x — y k — x + y" ’ 
i-ici = y — - — • — ^ — — — 2 * — 2 

= — k 2 . “j/k 2 — (x — y) 2 ; IjterauS x — y. 

95ei c) uub d) ift nod) gu beritdfidfjtigen ^tanim'. § 101 , 100 .] 

45) Sin QegebeneS ©reied burd) eine SParaffele gu eiuer ©eite ju fjdbtcren. 

46) Sin gegebeneS ©rapeg burdj eine 5paraHele ju ben ©runbltnieit gu 
fjalbieren. 

47) Sin gegebeneS ©reiedE burtf) $p at allele gu einer ©eite tn a) 8 , b) 4 , 
c) 5 gletcbe ©eile git teilen. 

48) Sin gegebeneS ©reied ABC burdj eine ©erabe, iueld&e met ber ©eite 
AB einen gegebenen SBinEet bilbet, gu Ijalbieren. [©ie gefucqte ©erabe ntbgc 
AB in X unb BC in Y fdjneiben, bann ift A ABC : A XBY = 2:1. 2Kmi 
gielje burdEj A bie SparaHele gu XY, toeldje BC in D fdjneibet; bamt finb* 
BD == a, unb CD = % beEannte ©trecEen. SUtan bilbe A ABC : A ABD 
unb A ABD : A XBY ; IjierauS ergiebt fid) A ABC : A XBY.] 

49) $n ein redjtminEIigcS ©reied etn Duabrat jo eingubefdjreiben, bag e§- 
init bem ©reied ben recfjten SBinEel gemetnjdjaftlid) l)at. 

50) 3 n ein gegebeneS ©reied ein Duabrat gu bejdfjreiben, bag giuei Sdeu 
beS DuabrateS auf einer ©eite liegen, unb bie beiben anberen ©den auj ben 
beiben anberen ©eiten. 

51) 3 n ein gegebeneS SDretecE ein SiedjtecE gu bejdjreiben, bon loeldjeiu 
gegeben ift a) ber Umfang. b) bie ©eftalt. c*) ber 3 nf)alt. 

52) 3n etn gt€id^feitigeS ®reiedE ein anbereS gleidjjeitigeS ®reiedf gu be* 
fdjreiben, beffen ©eiten auf ben ©eiten beS urfpriiiiglid§en SDreiecfS fenfrccljt 
fteljen. 

53*) 3^ ein gleid^feitigeS ©reiect etn Duabrat gu bcfd)reiben, baf 3 gtoei 
©den beS DuabrateS auf einer ©eite liegen, unb bie beiben anberen ScEcn auf 
ben beiben anberen ©eiten. 

54) 3n etn gegebeneS Duabrat ein gteidjfettigeS ©reiecE gu geidjuen, bafj: 
Duabrat imb ©reted eine ScEe gemeinfd^aftlid) Ijaben. 

55) 3n (Um) ein gegebeneS: Duabrat. ein anbereS Duabrat gu geidjncu,. 
beffen ©eiten gleic^ einer gegebenen ©treefe finb. 

56) 3n ein gleic&feittgeS ©reiedE eiii anbereS gleic^jettigeS ©reied gu 
geid^nen, ioeldjeS l;alb jo grog lute baS urfprungltdje ©reied ift. 
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4. ©crmtfd)te ilbungcn. 

§ 17. 

la man burdj einen belicbigen fpuiitt iuiierl)cilb eineg Sreifeg giuei 
©eljnen, fo ift [ebcr ber bon iljueu gebitbeten SBiufct gleid) ber ©untme ber 
UinfangStuinfel, toeldjc iitex ben jtuifd^cn ben ©djenTeln beg SBinfelg nub beuen 
feineg ©c^eitelunnMg liegcuben Saogeu fteljcu, 

lb. 3ict;t matt burd) einen belicbigen SBunf t aufjcrljalb eiuc§ £?rcifcg gtoct 
©efanteu (eine ©efnnte unb cine Snngentc), fo ift ber bon iljuen gebilbctc 
SSJinlet gteicf) ber ©iffevenj ber beiben UrnfaugStoinfcI, toeldjc fiber ben gtoifdjen 
ben ©djenfelu biefeg SSinFelg liegeiibeu fflogen fteljcu. 

2. SEBeun gioct Sangeuteu eineg Streifeg einanber fet^neiben, unb man legt 
burd) beliebige ffhtuftc beg gtoifdjen ben SBeriUjrunggpiiuften gelegenen Itcincren 
©ogcu$ SEangenteu an ben $?rei§, fo finb bie ttmffinge ber fo cuiftanbcncn 
®rciecfc einanber gleid) unb gtuar gleid) ber ©umme bet beibcu gegebenen 
Inngentcn. (SHSic I nutet ber ©at) fitr ^untte beg griJfjcveit fflogcuSV) 

3. F e f* c einanber fdjucibenbc gerabe SJhiicn burd) eine ©crabc fo gu 

fdjncibcn; bafi burd) bicfelbe etu ®rctec! tmn gegebeuem Umfangc abgcfdjuittcn 
mirb, tntb bie ©erabc a) burd) cineit feftcu gcljt. 1) ciner feften ©e= 

vnbcit parallel ift. c) cine fefte ©erabc. miter eincm gegebenen SBinfcl fdjucibet. 

4. l£iu ®rciecf gu fonftvuieven nug a) h, w y , 7. b) s, 7, (c\v r ). 

5. SBcnu man burd) ben einen ®nrd)[d)nittgpuntt glueier einanber fdpieibcm- 
ben Srcife gu ber SDtittclpiinttSgcrabcu bie fjjnrallelc gicl)t r fo ift bie ©mimic 
ber cntftnnbeueu ©cfjneu griifier ats fiir jebe nnbeve ©erabc buvd) ben ®urd)* 
fdjnittgpuntt. 

6. ®urd) ben einen ®iird)fcl)iiittgpnuFt glueicv einanber fdpieibenben Jl'rcife 
eine ©erabe fo gu gicljcn, baft a) gu ben iit beibcu fi'reifcn entftnnbenen ©eljnen 
gteidje SKittctpiniltStniuFel gcl)i5vcu P4>tnuim. § 21, 27]. b) bie ©nmme bev 
in beibcu ffreifeu cntftnnbeueu ©eljnen gleid) ciner gegebenen ©trede ift. c) bie 
in beibcu Strcifcn cntftnnbeueu ©eljnen gleid) finb. 

7. Mouftruicrt man fiber gluci ©eiteu cine* ®vciedg nod) auften je ciu 
parallel ogramiu, Uerlfiugert bie. biefeu ®vciec?Sfeitcu gegeuuberlicgeubeu ©eiteu 
ber parallel ogvtnnmc big gu il)vnn ®m , d)Jd)iiiitgpuu!lc, Ucrbinbct ben ®uvd)- 
jd)uittgpimtt mit ber bev britteu ®rcicclsfrite gcgenuberUegeubeu ®veiccfSectc p 
giel)t gu biefer SSerbinbuugggcrabeu buvd) bie (iubpiiuftc ber britteu ®rciec!g® 
jeite bie fparattelen unb Ocrbiubct bie ®urd)fcl)iiittgpimt‘te biefer ^avaUeten 
unb ber Ocrlfingertcn ©eiteu ber ^nraMogvnunue iititcmnubcr, fo bilbcu biefc 
^evbinbimggftrcdc, bic beiben parallel eu nub bie britte ®reiectgfeite ciu fjiaraU 
lelogvnmtu, beffeu Slftd}cniul)nlt gleid) ber ©umme ber fttfidjcmuljalte bev beiben 
erftcu fjjnvallclograiunic iff. (Gaft beg fpappug.) 

IS. 9Jiit ,^ilfe beg ©afreg beg f^appuS ben beg 5JJi)tl)ngovng gu betueifeu. 

U. Mfouftruicvt man fiber bcu brei ©eiteu eiucg ®reiecEg nad) 011(3011 
Dnabrate unb oerbiubet bie Enbpuuttc j [c jtoclcr Ciuabratfciten, bie bon bem^ 
felbcn (Edpuntt beg ®rcteclg auSlaufeit unb uicljt ©eiteu beg ®rcicdg finb, fi> 
ift jebeg ber brei cntftanbcncu ®mccEc gteic^ bent gegebenen ®rciec!e. {fjSIguim. 
S 114, 9.] , • ■ ■ - ■ 
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10. S?onftruiert man ii&er ben bier ©eiten eine§ SJierodg nadj ougeit 
Ouabrate unb berbinbet bte GnbpunEte jc jineier Duabratfeiteii, bie bon bent= 
felben ©cEpunEt be§ SSiercdS auSlaufen unb nidjt ©eiten beg SSicredi! finb, 
fat ift bie ©umme je gtbeier gegeniiberliegenben ©reiede gleicfj bem SSiercd. 

11. ©te ©umme ber Guabrate bev beiben ©iagoualen eiiteS SJJafatteto* 
gvammS ift gleicf) ber ©umme ber Duabrnte ber bier ©eiten. 


12. ©tne gernbc Sinie fo ju jieljen, bag bie bon jluci fefteu jpuidteu 
auf fie gefiillten ©entredjten in einem gegebcneu 83er(jfiEtuiffe ficljcn. (Un= 
beftimmt) 

18. ©urdj einen feften SpunEi eine gerabe Sinie fo ju gteljcu, bag bie 
non })nei anberen feften jpunften auf fie gefiillten ©euEredjteu in einem gc* 
■gebenen S3er1jfiltnijfe fteljeit. (2 SBfuugen.) 

14. Sine gerabe Sinie fo gu jieljen, bag bie bon brei feften i^unEten auf 
fie gefSIIten ©entredfjteu fid) trie brei gegebene ©treden ju einanbcr bcrljalien. 
14 SBfnngen.) 

15. $ itt cl) ben einen SDurdjidjnittSpuviEt gineier fefteu ©reifc cine ©eEantc 
fo ju gieljen, bag bie entftanbenen ©eljnen in einem gegebcneu iQerljftttiitffc 
ftcEjen. 

16. 3ief)t man burd) ben SBeruljnmgSpimEt gtneier ®reife eine belicbige 
©efante,- jo berljatten ficE) bie entftanbenen ©egneit lbie bie cntfpredjenbcn 
Utabien. 

17. ffiefjt man burd) ben SBernljrungSpnnlt gtneicr SJreifc jtoei belicbige 
©eEaitten unb berbinbet je jloei auf bemfelbcn ffreife liegenbe ©nbpunttc 
terfelben miteinanber, fo finb bte beiben entftanbenen ©reiede einanbcr atjnlidj. 

18. ®en geometrijdjen Drt ber Spmdte gu flnben, berett ©utfcrituugcii 
non gioei feften ©eraben in einem gegebenen SSei'IjELltniffe fteEjen. 

19. Sluf einer ©eite eine§ ©reiedS einen jpunlt gu finben, beffen ffinte 
fernungen bon ben beiben anberen ©eiten in einem gegebenen SBcrtjattniffe 
fieljen. 

20. ©tnen jfjunft git finben, beffen ©ntfernungeit bon ben brei ©eiten 
seines gegebenen ©reiedS in einem gegebenen SSerljSItniffe ftefjen. 


21. Gin ©reied gu Eonftruierm au§ a + b, p, q. [8tu§ a 2 — b 2 ^ p* — q- 
folgt (a + b) (a — b) = (p + p) (p — q) ober (a -f b) : (p -j- <j) — 
(p — q) : (a ~ b).] 


22. 333enn in einem redjtloiuEIigen ©reied ACB y = 1R unb 

a) a 2 = cb, fo ift b = p, p 2 = cq unb li c 2 = bq. (SnSBortcnV) 

b) b = p, fo ift a 2 = cb, p 2 = cq unb h fl 2 — bq. 

c) p 2 = cq, fo ift b = p, a 2 = cb unb h 0 2 = bq. 

d) h 0 2 = bq, fo ift b = p, a 2 = cb unb p 2 = cq. 

e) p 2 — ab 0f fo ift h 0 2 = bq, a 2 = cb, b =■■= p unb p 2 = cq. 

23. 3m red>ttt>udligen ©reied berljalten fidj bie Duabrate fiber ben 
Satljeten mie bie jprojeftionen ber Satljeteu anf bie §t)potenufe. 

24. S'ttt redjttbinHigen ©reied bevlialt fid) baS Dun brat fiber ber 
tenufe ju bem Duabrate fiber jeber ®at£|ete loie bie $t)potenufe ju oer 
^rojeKion biefer Satfjete auf bie ^ppoienufe. 


J(L 
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26. 8tt>ei jQuabrnte ju lonftruteren, bie fid) toie jroei gegebene ©trecfen 
Perljalten. 

26. (Sine fefte ©tredEe fo ju teilen, bajj fidf) bie Duabrate ber Seite tpie 
Jioei gegebene ©trecEen berljalten. 

27. gtpei ©trecfen ju jeidjnett, bie fid) true jtuei gegebene sQnabrate- 
Perfjalten. 

28. Sine fefte ©tredEe fo ju teilen, bajj fidj) bie SCeile mie jioei gegebene 
Ouabrnte perljalten. 

29. SCuf einet fefteu ©trecEe eiiteu SBunEt jn finben, bajj bag jftedjjtecf 
au8 a) ber ©tredEe unb bem einen ber beibcn SEeite , b) ben beibcit Seilen 
gteid) einem gegebeuen Dunbrate (SDreiecEe, S3ielecfe) ift, 

30. 2luf ber 33crtttngcruug enter fcftcn ©trceEc cincn ffjuntt ju finben, 
bajj baS SRecfjtec! au8 ber gegebeuen ©trecEe ttnb a) ber SScrUittgeruug, b) ber 
flatten bind) bie SSerlixngernng crljattcnen ©tredfc gteicl) einem gegebeuen 
Duabrnte ift. 

31. 33erbcn jtuei poraHele San gen ten eiucS SSreifeS burdj cine britte 
Sangente gcfdmitteit, fo ift ber iJiabiuS bie mitttcrc 'Broportionale jtltrifcben ben 
'ilbicfjnitten ber britten. 

32. SBenu jtnei Sreijc einanber Ooit aufjen bcriiljreii, fo ift jcbe iinfjcre 
gemeinf^afHl^e Sangente (jWifdjeu ben beibcn 5BeriU)ruug8puuftcn) bie mittlere 
$roportioitole sluifcfjcn ben beibcn Surdjmcffern. [Die gcmcinfdjaftlidic innere 
Snngente Ijntbicrt bie aujjere.] 


33. gn einen fefteu ffrciS ein Sreiect ,^n jcidjncu, UicIdjeS einem ge= 
gebenen SreiecE ABC aljnlid) ift. |9)tnu bcfdjrcibt tint ABC ben Jt'rciS, Per* 
binbet ben aJtittcIpunEt M begfetben mit A, H unb C, jictjt in bem fefteu 
ffreife bie Stabien KA', KB' unb KC' fo, baft A'KB' AMB unb 

A'KC = AMC, banti finb A'B'C 1 bie (Ecfeu bc3 ncfuditcn ®rciect8. lln- j 
beftimmte SSufgabe.] 

34. Urn einen feften ffreiS ein ®r elect ju jeidjitcu, luctdjeS einem ge= 
gebencu SDrciccE itljutid) ift. 

35. git cincn fefteu X?rci8 ein ilicditect ju jeidmen, toetdicS einem ae* 
gebencu Sicdjtcct aljuiid) ift. 

36. Um einen feften XireiS einen SHljombuS jtt ,\eid)neu, tueldjer einem 
gegebenen 9it)ombu§ iUjntidj ift. 

37. gtt ciu fefteS SDreiccE ABC ein SDreiccE jit jeidjttcu, meldjeS einem 
gegebenen Scciecf DEF atmtid) ift, nub Don toetd)cm bie ber ©cite DE cut* 
fprerfjcnbe ©cite ber ©cite AB parallel ift. [3){au ^eidjnet ein ffircicdE D'E'F', 
beffen ©cite D'E' ber ©cite AB para del ift, beffeit (Scfeu D' unb E' bcj. auf AC 
nub BC licgeu, unb lncld)e§ bent ®rciecE DEF itynlid) ift, unb jtnar fo, bajj F' 
unb C auf cntgegengefejjten ©citen Pou D'E' liegen; man fietjt alfo juuadjft pou 
ber gorberuug ab, bajj bie britte (ScEc beg gefudjten ®retecES auf ber britten ©elte 
AB beg feften ®reiecE8 ABC ticgeit foC. ®icfeu ©ebinguugen gettilgen ututt^Iig 
bietc StcicdCc. Sann iegt man burdj bie ber ©cite AB gegenuberliegenbe Ecte 0 
unb burd) F' bie (Serabc, trcldje AB in F" febneibeu mbge, debt butdb F" »u 
FD unb F'E' bie ifiaraHelen, toeldbc AC nttb BO bej. in D" unb E" fSneiben, 
uttb perbiubet D" mit E"; batm ift D"E"F" bag gefuebte ©reledf. ®er SBc* 
toeiS erglebt fid^ auS fpianim. § 136, 4.] 
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38. S n dit fefteS ©reied etii ©reied gu geidjnen, roetc^eg ciuem gc* 
gebenen ©reied ft^ttlid) ift, unb bon meldjent eine ©eite a) auf einer ©cite 
beg feften ©reiedg fenfredjt fteljt. b) einer feften ©eraben parade! ift. 

39 . 3 fn ein fcfteS ©reied einen Stfjombug gu geidjuen, ber mit bcm 
©reied einen SSinlei gemeinfam ^at. 

40. Su ein fefteg ©reied ein Sftec^ted (SWjombug, fparaU'efogramm) gu 
geidpten, lueldjeS eiitem gegebenen Sftedjted (Sfttjombug, SparaHelogramm) ttljntidj 
ift, uub bon toeldjem giuei ©den auf enter ©eite, bie Oeibeit anbereu Eden auf 
ben belben anbereu ©eiten beg feften ©reiedg tiegeu. 

41. Su ein fefteg ©reied eiu Duabrat 511 geidjnen, bon toeldjciu gmci 

©den auf einer ©eite, bie beiben anbereu ©den auf ben beibeu anberen ©eiten 
beg ©reiedg tiegen. 


42 . ©ie ©nbpunfte einer beliebigen ©eite etneg ©reiedg uub bie Suf}= 
punfte ber gu ben beiben anbereu ©eiten ge^jiJrigen §Bl)eit ftnb bie ©dcu eineg 
©eljnenbieredg; bie ©eite i[± ein ©ltrdjmeffer beg gugeljbrtgen Sreifeg. [a) 2111c 
©reiedgftinfel fcten tyifc. b) y > 1R. c) y = 1R] 

48 . ©ie gujjpunlte ber gu gtoei beliebigen ©eiteit etneg ©reiedg ge* 
Jjbrigen §b^en, bie ber britten ©cite gegeniibertiegenbe ®de unb ber JgiKjcu* 
burdjfdjnttt ftnb bie ©den etneg ©el)itenbieredg ; bie Serbinbunggftrede ber ©de 
uno beg §Bl)enbutdjfd)mttcg tft eiu ©urdjmeffcr beg gitgeljbrigen ®reifcg. 

44 . ©ie burd) bie SSerbinbmtgggetaben ber guppunlte ie jmeicr $bl)eu 
eineg ©reiedg abgefdjiiitteneu ©teiede ftnb bent urfprihtgltdjen ©reiede fifjutidj. 
[©a ABHaHb ein ©eljnenbtered tft, fo ift ZL BH a Hb = 2E — a, nlfo 
^CH ft Hb = a; ebenfo ergiebt fid}, ba& Zl BH a H 0 = a; Zl CH b H a = 
AHbHo =- ft unb Z! AHoH b BH<jH a = y-] 

45. ©ie |> 0 $en etneg ©reiedg Ijalbieren bie SBinlet, begin. bie Sfafjcu* 
tuinlel beg ©reiedg, tneldjeg bie gfufjpunftc ber £fll)en beg urfprungltdjcu 
©reiedg alg ©dett bat, beg f. 9. guftpunltbreiedg. 

46 . Stir bag Sufjpunttbreied ift ber ©d^nittpuntt ber Jpiiljett beg ur* 
fprungiicfyen ©reiedg ber JRittelpunft beg einbefdjriebenen ober eineg ber brei 
anbefcf)riebenen Sreife unb ftnb bie ©dpunEte beg uvfprimgtidjen ©reiedg bie 
3ft ittelp unite ber brei anbereu ®L'cife. 


47. ©ie ©enlredjte auf einer ©eite eineg ©reiedg in bent einen ber bei* 

ben Snbpunlte big gum ©djnitt mit bent umbefcijriebeiien Sreifc ift gleid) bent 
oberen Slbfdjnitte ber gu biefer ©eite gebbrigeit [©ie auf AB in A 

erridjtete ©cnfredjte fc^iteibe ben ®reig in D. ©a DA l_ AB unb CH 0 J_ AB, 
fo ift DA II CPI. ©a ABCD eiu ©eljneitbiered unb zl DAB — -- 1 II, fo ift 
autfj zl DOB «= IE, folglitf) DC j| AH.] 

48. ©er obere 2lbfdjnitt ber git eiitct beliebigen ©eite eineg ©reiedg ge* 
Ijikigeu ift boppett fo grofs mie bie ©ntfernung beg SRittetpunlteg beg 
umbefc^riebenen .^iretfeg Doit biefer ©cite, [©a BD citt ©urdjmeffer beg utn*« 
befd)riebenen ^reifeg unb DA |( MS 0/ fo ift DA = 2 . MSor aifo attd) OH 
— 2. MSo? ebenfo ift and) AH = 2 . MS a unb BH = 2 . MS b J 

49. ©ie git eiiter beliebigen ©eite eineg ©reiedg ge^brige ©eiten^al? 
bierenbe mirb burdj bie ffierbinbmtgggerabe ber ©urd^fc^nittgpunEte ber 

H unb ber 3KttteJfenEre(^ten auf ben ©eiten M im SSer^Mtniffe 2 : 1 geteilt, 



S3ermlfd)te iibuitgen. 


31 


uub jJnar ift ber her ©de anliegeube SIDfdjnitt ber ©citenljatbierenben bet 
gtBfjere. [CS 0 toirb alfo btttdj HM im $Durtf)fc(jmttgpunttc S bet ©eitenfjat* 
bicrenben gefdjnitten; ebeufo AS ft unb BSb.J 

50. gn iebem ©reiede liegeu bie ©cfjnittpuulte ber §61jen H, bet ©eiten* 
(jalbierenben S unb bet !3Jlittelfeit!red)teu auf ben ©eiten M auf etner geraben 
Sinie, unb jroar ift HS = 2 . SM. (Guterg ©aft.) 

51. 3u iebem ®reied ift ber £)aIDieruuggpunEt beg oberen 9t6fd)mtteg 
einer betiebigen £)5f)e bon bent $atbicrung8pun!te ber jugef)i3rigcn ©eite um 
ben Sftabiug beg ttmbe^riebencn SJreifeg entferut. 

52. 3n iebem SDreied tjatbiercu bic Serbiubunggftredeu ber ^albicrungS^ 
pmJte bet oberen Stbfdjnittc ber $B1)cn mit belt $albieru'nggpunttcn ber juge* 
ijBrigcu ©citen unb bte 93ctbinbunggftrcde beg ®urd}fdjnittgpun!teg ber ^jbljen 
mit bem SOtittelpunltc beg unibefdjriebcuen ft'reifeg einauber. 

53. 'Sie £jalbictuiiggpunftc ber oberen Slbfdjuitte bet £)Bt)eu eineg be* 
liebigeii ©rcieefg, bte ,§albieruug8punttc ber ©eiten unb bte f$ujjpuultc bet 
$Bl)eu liegeu auf einem S'reife. £)er SJlUtclpuuft F biefeg JSreifeg ift ber 
$citbierung§pun!t bet 33erbiubung§ftrec!e beg ®urdjfdjnittSpimtteg H ber -ftbljcu 
mit bem 9J£ittelpuu!te M beg nmbcfdjriebencu ffreifcg, ber Sftabius gtcid) bet 
£jfttftc beg Sftabiug beg umbcfdjtiebencu ®reifeg. (®er J?euctbad)f dje .tfteig 
ober bet S?reig bet itcuu 5|J unite.) 

54. ®ic 93evbinbiinggftrede beg ®urd)fd)iiittgpunHeg 1L bet .f)bl)en ciucg 
Sreieclg uub beg ®urd)fd)iutt§puutieg S ber SeitciiftnlbuTcubcu loitb in bem 
ffllittelpunfte F beg Scucvbnd)fd)cu XTroifcS unb bem SDtittelpiuittc M beg um 
bcfdjricbcncu tfreifcB Ijnrniomfd) geteiU. Gg ift F1L : FS Mil : MS 3:1. 

55. Gilt ®rciccE ju Eouftruiercu aug a) Ilu, C, M. b) IL, Ila, ll b . 

<•■) H, A, B. cl) C, M, S. e) (!, M, S c . f) S, M, S 0 . 

g) 0, H a , S. h) H a , Hu, H u . i) H, H, S 0 . k) JI, S. H«. 

1) H, M r Sc. m) H, M, Ho. n) H, 0, S. o) H, C, S 0 . 

p) H, C, M. 

56. Gin vedjtluiuttigog ®rcieel ;>u foitftruiercn, in meldjciii bic Jpljpotniufe 
butd) ben gufipimft bet ( yi iljr gcljbrigcn $>M)e ftetig geteilt luirb, uub bon 
bem gegeben ift a) o. to) a. c) b. d) h c . o) p. f) q. pr) s B . li ) n ft . i) Hb. 
k) a 4 - b, 1) e. + a. ui) c + b. 

57. Giii vcrfjtnnuHigcg Dreiecf flu Eouftruiercu, beffen ©eiten in ftetigev 
proportion fteftou, uub in locldjciu cing bet ©tilde a) big m) in 56 gegeben 
ift. IS 17, 22.J 

58. Gin red)tminEtigeg Stcicd flu Eouftruiereu, in mcldjem bic Heinerc 
.ttntljete gteid) ber s $roicttiuu ber gtflfjeren ouf bte £ftputemife. ift, uub in 
luctdjcm eiug ber Stiicfc a) big in) in 56 gegeben ift. 

59. ffiincu Streig jit ftcidjueu, bet burd^ jtoei fcfte fJiunEte Pj uub P 2 geljt 
uub cine, fcfte ©erabc g bctuljtt. [Ubfuug § 54, 3tufg. 2,] 

GO. Giiicit Sh'cig jit jeidpieu, bet jpjci fcfte gleid) grofie SEreife uub 
Ma uub eiue fcfte (Sctabc betii^tt. [SDer gcfuc^te Srcig X ift einem anbeteit 
Kteife fonsenttife^, bet nad) 59 jei^ueit ift.] 
g*- 61. Giucu Sfteig ju jcic^uen , ber eiue fefte ©etabe in einem feften 
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^un!te P fieriifjrt urtb eine anbere fefte ©erabe g 2 untcr cincv gegefienm 
<3 el) ne fdjneibet. 

62. ©inen SBreiS 511 geidjnen, bet einen fefiett ift'raS M in cincm feften 
ipunfte P BeruEjrt unb eine fefte ©erabe g unter einer gegeficucu ©eEjue 
fcEjneibet. [61.] 

63. ©inen ®rei§ gu geidjnen, bet burdj einen feften SpunEt P geljt unb 
gtt>ei fefte ©erabe g t unb g 2 fieritljrt. [©ietje § 64, Stufg. 4.] 

64. ©inenSreiS gu geidjnen, ber gmei fefte ©erabe g, nub g 2 tntb einen 
feften ®tei§ M fieriiljrt. [®et gefudjte ®ret§ ift einent anbercn Eongeutrifdj, bcv 
nad) 63 gu geidjnen ift. ©ielje § 64, Stufg. 8.] 

65. ©inen ®tei§ gu geidjnen, bet burdj gtoei fefte 5|3unEtc P, unb P 2 geljt, 
[d. bag bie bon einent britten feften SPunEte P 3 an itjn gegogeuett SEatigeuten 
eine gegefiene Sange 1 Ejafien. [®ie eine ber Beiben bott P., an ben gcfudjten 
®reiS X gelegten Eangenten fieriiljre ben ®rei§ in Y, nub' bie ©erabe P.,P, 
fdjneibe biefen ffireiS inZ; bann ift Z Beftimmt, ba P 3 P t . P :) Z == P 3 Y 2 

66. ©inen ®rei£ gu geidjnen, ber burdj einen feften ffSuuEt P, gcfjt, fo 
bag bie bon gtoei anberen feften igunEten P 2 unb P 3 an ilju gegogcucu £au* 
geuten gegefiene Sfingeit Ejafien. [65.] 

67. ©inen ®rei§ gu jeicEjnen, ber burd) gtoei fefte fjhmlte P. nub P 2 geljt 
unb einen feften ®rei§ M fieritljrt. [©iefje § 54, 2Iufg. 3.] 

68. ©inen $rei§ gu geidjnen, ber eine fefte ©erabe g unb gtoei fefte SJrcife 
M t unb Stj (r, >r 2 ) fieritljrt. [Siege § 54, Slufg. 9.] 

69. SSon einent feften SpunEte nad) einem feften .treife eine ©cEautc gu 
jie^en, fo bag ber innere 3tBfctjnitt bie mittlere ^proportionate gluifdjen ber 
gangen ©eEante unb intent augeren Slfifdjnitte ift. [SDtan madje ben inneren 
SllBfdjnitt gleidj ber Sangente bon bem EPunEte an ben SfreiS.] 

70. ISon einem feften SJJunEte P nadg einem feften ft'reife M eine ©eEante git 
giepen, fo bag ber augere 9iBfdjnitt bie mitttere ^Proportionate gtuifdjeu bcv 
gangen ©eEante unb iEjrem inneren SEfifcEjnitte ift. [SDie gefudjte ©eEautc fdjncibe 
ben SreiS in X unb Y, fo bag PX 2 = PY . XY ift. Segt man bon P an 
ben Srei§ bie eine ber Beiben iEangenten PA unb gieljt gu ber SScrBiubunaa- 
geraben AY burd) X bie SParaMe XZ, fo ift audj PZ 2 = PA . ZA, morausi 
ftd§ ber fpuuEt Z ergiefit 2lu§ PY : PA = PA : PX unb PY : PA = PX : PZ 
folgt PX 2 = PA . PZ, unb EjierauS ftnbet man PX. Dber SonftruEtion mie 
Bei ber folgenben StufgaBe.] 

71. ®urdj einen feften fpunft P innerfialB eineS feften SreifeS M cine 
©epne fo gu gieEjett, bag fie in P ftetig geteilt toirb. [Stic gefudjte ©efine 
fd^netbe ben ®rei§ in X unb Y, fo bag PX 2 = PY . XY ift. SSerBinbet man 
P mit M, gie^t gu bem SftabiuS MX burtfi Y bie 5[kxallele, loetdie MP itt Z 
fegnetbet, fo ift auc§ PM 2 = PZ . MZ, lnorauS fidj Z ergiefit. Slug ZY : MX 
= PZ : PM finbet man ZY. Dber S'onftruftion mie Bei ber borBergeEienbeit 
SlufgaBe, nur geidjnet man ftatt ber SCangente PA bie ©enEredjte PA auf PM.j 


©ttfce be3 (£cx>a, be3 S0lenetao3 uttb beS pascal. 


B. £>axuptf<i%e bet tteuetett $eomettie. 


1. Siitye bee (Keen, bee JUtenelaoe uttb bee faecal. 

§ 18. 

1. ©afc be§ ®eua. SBenn brei beliebige butd) bie ®dett eittesS 
SreiecB ge£|enbe ©erabe einanber in eutem ^Sunfte fdjiteibett, jo 
teilen jie bie ©eiten jo, baft bie jprobutte (ber Sffiajiaalilen) je 
breier nidjt in iljren @itbpun!tcn aneinanber ftojjenben kb* 
jdjuitte ber ©eiten einanber gleicl) ftnb. 

35ct) aujjtu xtfl. [$ig. 7a, b, c.] 

C'A . B'C . A'B = C'B . A'C . B'A. yL 

iSetoeiA Sic brei Seilpuutte liegeit ent= 
toebev auf ben ©eiten jelbft, ober ein Seilpuitft / 
ticgt auf einer ©eite jelbft uttb bie beibctt ait* L s -' 

bcreu Scilpunftc auf ben 93erlftngerungen ber 

beiben anbeven ©eiteit, je nadjbcut ber ©djuitt* 

puntt P ber bvei ©eraben itiucrtjatb obev auftcv* wn- 7a. 

liatb be§ SreicdA liegt. 




fflfl. 7 b. 


.1 C 

W«. 7 c. 


Sic (^IScljeninljaltc ber beiben Srciecfc ACP unb BCP uerljalteu fid) 
tuic bie uon A unb B auf CP gefcillten ©eittvccXjtert [ijiianintetrie Sj$1 1 2, 3 
unb 3tnm.J unb bicje tuie C'A unb C'B. goigtid) ijt aud) 


ACP 

cbenjo ijt CBP 


BCP — C'A : C'B; 


njo ijt CBP : ABP «= B'C : B'A 
unb BAP: CAP -A'B: A'C, 

r : 1 "-(C'A. B73 : TB) : (C r B‘. B'A . A'C), 

C'A .B'C .A'B — C 'B . B'A . A'C 

ober C'A . B'C . A'B C'B . A'C . B'A. 

ftamf>H)-Wocber, Erlgouomettle, UmtuMtunfl. 3 
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©Kfee beg EeUa, beg SJtenetaog utib beg Staged. 


©in b bie brei ©eraben einanber Karaite!, jo fotgt bie SBcljciufJtuug cuts 
ben beiben Proportionen: 

C'A : C'B = CA' : CB 
mtb B'C : B'A = BC : BA'. 

2. Urn! el) rung. SBenn bie ©eiten eiiteS ftJreiecES in brei punlten, 
bie eittoeber attf ben ©eiten felbft liegen, ober bon betten eincr aitf eiitcv 
©eite felbft unb bie beiben anberen anf ben SBerldittgerungen bet bcibett 
anberen ©eiten liegen, fo geteilt fiub, ba| bte Probufte je breicr uicl)t in 
itjreit ©nbjnutften aneinanber ftofeenben ^tbfdjnitte ber ©eiten einanber gleid) 
finb, fo fdjneiben bie SBerbinbungSgetaben ber SEeitfmnlte ntit ben ben git- 
geljfirigen ©eiten gegenftbertiegenben (ScEert einanber in einem punftc. 

8Soruu3fe|ung. [gig. 7 a, b, c.] 

C'A . B'C . A'B = C'B . A'C . B'A. 

S5et)ouj3tung. AA', BB' unb CC' fdjneiben einanber in einem punfte. 

S&elt) eiS (inbireft). C' liege auf ber ©eite AB felbft, ber ©djnittyunft 
bon AA' unb BB' fei P. Slngeuomnteit CC' ginge nidjt burcE) P, fo miifste 
bie bttrcfj C unb P getegte ©erabe bie ©eite AB in einem Puiifte C" 
fdjneiben, unb e§ tucire bann nac£| bem Setjrfafce beS Etna 

C"A . B'C . A'B = C"B . A'C . B'A. 

9tad) ber SBoranSf. ift abet C'A . B'C . A'B = C'B . A'C . B'A, 

folglidj to dire C"A : C'A = C"B : C'B. 

®ie§ ift abet nnmbglid), ba C' mtb 0" auf ber ©cite AB felbft liegen 

[Planim. § 120, Slum. 2]. 


§ 19. 

1. ©a| bel SOdenelaoS. SBentt bie brei ©eiten eineS ©rciedo 
beg. bie SBetlaugcrungeit berfelbeit non eitter ©eraben gefdjnittcn 
luerben, fo finb bie Probulte je breier nidjt tit ifjrett Gcnbf>un!tcu 
aneinanber ftofjenben 5lbfd)ititte ber ©eiten einanber gleidj. 

SBefyauptttng. [gig. 8a unb b.] 

C'A . B'C . A'B = C'B . A'C . B'A. 

SBetoeiS. 5Die brei ©djnittbunfte liegen enttoeber fftmtlidj auf ben 
SBerlctngerungen ber brei ©eiten, ober ein ©djnittpunft liegt auf ber S8er» 
langerung eitter ©eite unb bie beiben anberen ©djnittpunfte auf ben beiben 
anberen ©eiteit felbft. 

3ief)i man bntdj eine beliebige @de, g. SB. A, 311 ber fdjneibenben @e- 
raben bie Pnradele, toeldje bie gegenitberliegeitbe ©eite BC in A" fdjneiben 
ntbge, bann ift 
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O'A : C'B = A'A" : A'B 

, unb B'C : B'A = A'C : A'A ", 

(O' A . B'C) : (C'B . B'A) = A'C : A'B, 

C'A 7 B'C . A'B = C'B . B'A . A'C 

ober C'A . B'C . A'B = C'B . A'C . B'A. 

2. Umfeljtitug. SBentt bic ©eiteit eitteS ©reiedS in bra 'Bunt ten, 
bie euttoeber auf ben ©crltittgerungen ber bvei ©eiteit- liegen, obcv non 
benen einer auf ber SBerlttitgeruug einer ©cite unb bie beiben aubcren auf 
belt bcibett anbcven ©eiteu fetOft tiegen, fo geteilt finb, baft bie ^vobufte 
je breiet itidjt in itfrcit Subfmntten aneiuanber ftoftenben Slbfdfuitte ber 
©eiten einauber gleid) finb, fo tiegen bie brei ipiutftc auf einev ©evabctt. 



©ovautsfefjuiig. fftig. 8n unb l>.] 

C'A . B'C . A'B - C'B . A'C . B'A. 

©eljauptung. A', B' unb C' liegeu auf einev Wcvaben. 

©eweiS (inbirelt). C' liege auf bev ©cvtiiiigevung bev ©cite AH. $ln- 
genoiunten bie buvci) A' unb B' gelcgtc (ficrabe fdjuitte bie ©evlaugovnng 
unit AB nict)t in O', fonbevn in C", fo ware nacl) bent ©aftc beS Bteiuiao* 

C"A . B'C . A'B C"B . A'C . B'A. 

tJiacl) bev ©oratiSf. ift abcv C'A . B'C .A'B C'B . A'C . B'A, 

fotglicl) wiive C/'A : C'A C"B : C'B. 

©ieS ift abcv uuiniiglid), ba C' unb C" auf bev ©evlfiitgcvuug non AB 
liegeu l^lauim. t? 120, Slum. 2|. 

3. 5lnnicrluug. Die Umtcljvimgeit bev ©ii^e beS tteun nub boss lUeuelnoS 
Iaffen fid) in cincu <SnfJ bcvcinigen. 

4. Bnfafj. SBemt bvei belicbige buvd) bic (ScEcn vines ©reieds geijcube 
Qlcvabc ciitanbev in eineni bJSuufte fdjiteibeu, fo wivb jebe ©cite non ber 
ju it)v geljbrigen ©evabcn unb ber buret) bie beiben ipuiifte, tit weldjen 
bie beiben aitbereu ©eiteit bon ben flugeljOrtgeu (Merabett gefdjnitten Werbett, 
getegten ®crctben tjavmonifcl) geteilt. 

3 * 
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©£tge beS @eba, beS SOietielnoS uub bcS $ fiscal. 


SJetoetS. [gig. 7a, b, o.] ©djitetbet bie ©cvabc A'B' bic ©cite AH in 
C", fo ifi rtadj § 18 wtb 19 

C'A . B'C . A'B = <JB . A'C . B'A unb 

C"A . B'C . A'B = C"B . A'C . B'A, 

C'A : C"A = CTB : C"B obcv 

C'A : C'B = C"A : C"B. 

§ 20 . 

©afc bel ipaScaL ®ie SDutdjfcf)nittS|nutltc jc flnictcv gcgcii' 
iibertiegenben ©eiten be§ @e£)ttertfed)3e(f§ liegcn ait f cincr 
©erabett. 



©fipc beg Eetm, beg SOtenelaog unb beg s $a8cnl. 
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AB, CD unb EF fd)netben etnaitbet in Q, R mtb S unb bilben bag ©vetecf 
QRS. ©a biefeS ®reiec£ bon ben ©etaben DE, BC unb FA gefdjnittcu 
rtttb, jo ift nad) bent Sebjrfct^e beg SDienetaoS 

NQ . DR . ES = NS . ER . DQ, 

OS . BQ . OR == OR . CQ . BS, 

PR . FS . AQ = PQ . AS . FR, 

(1) NQ . DR . ES . OS'. BQ . OR . PR . FS . AQ 

= NS.ER.DQ.OR.CQ . BS . PQ . AS . FR 

JJenicr ift nadj Spianimctrie 8 138, Seljrf. 2 

DR . OR = = ER . FR, 

ES . FS — BS . AS, 

BQ . AQ -= CQ . DQ, 

(2) DR.'CR. ES . FS . BQ " AQ ===== ER. FR . BS . AsTcQ . DQ. 
©ioibiert ntctn (1) buvcf) (2), fo crgiebt fid) 

NQ . OS . PR = NS . OR . PQ. 

^icraitS fotgt mid) bet Umfdjvimg beg ©afjeo beg 9)£enelaog, bafj N, 
0 uub P in cinct gevaben iiinie liegcn. 

4? 21. 

Ubungcu. 

1. $jiu ©teiecl ABC finb bou ben ©cEcu imd) ben gegcnnbctEicgeiibcn 

©citcu bic bvci ciuanbcr in einem f|3ttnEte fdjneibcubeu ©ctnbeu AA', KB' unb 
CO' grjofjcn, unb c§ ift A'C : A'B -- m : n uub B'U : B'A o : p; eg foil 
bag SHcvtjftltniS C'A : C'B beredjnct toerbeit. a) iu : n 1:2; o : )i 3 : 4. 

li) m : n 2 : 1 ; o : p = 4:3. e.) m : n =~ 2:1; u : p -■ 3 : 4. 

2. 3u icbciti ©reiccte fdjncibcu ciminbet in einem ^ unite a) bic bvci 
©citenl)albicvcnbeu. b) bic bvei .jji%n [HbO : 11*0 a ; )>, ba A BOHb ^ 
AOH a ; femev ift H 0 A : Hu A — b : o unb HJl : Ji e B = ■ c : :i.J. c) bie s JJiitteI= 
fenfrcdjten auf ben bvci ©citcu [golflt nug bem ffitciecl, beffcn CScfen bie 
.fmttiictunggpunEtc bet ©citen beg urfptiinglidjcu ©rcicctg finb.]. tl) bie brci 
SBinEeltjnlbierenben [fttanini. 8 121]. e) bie fiotOierungggerrfben jtoeiet ttufjau 
roiufct unb bic .fpatuicrungggcrabe beS ©reicdEstuinfelg an bet bvittcn Gecfe. 

f) bie buttl) jc eiue ©cEc unb ben SictiiljtunggpuuEt beg ciubefdjtiebcnen Site if eg 
nut bet gegenii6crliegenbeu ©cite gelcgtcn ©etabeit [fjilimim. 4? 101, 222]. 

g) bie butd) ]e eiue ©cfe unb ben ©crtl^vungSpuutt beg bet gcgcuftCerliegcubeH 
©cite anbcfdjticbeuen SHteifeS mit biefet ©cite gcfegten ©craben, ntfo nad) 
8 4, 1 bic ©ctabeu CC 0 , AA a , BBb. h) bie butd) je eiue ©dc unb ben 
©eruIjrunggpunEt beg cinct bet btei ©citen anbefd&tiebeneu SfhcdfeS mit bet 
biefet ©de gegeuiibetliegenben ©cite gelegten ©erabcn, atfo nad) § 4, 1 
j. 8t. bie ©eraoen OC 0 , AA e , BB 0 . 
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©ftjje beg (Eetm, beg !DteneIao§ uub beS faScal. 


8. ®ie in eiitent ®teied buxdj eineu Beliebtgen SJStmtt einex ©citcitljalBio 
xenben unb burdj \t eineu bex Beiben ©nbpunlte bex augeljflrigen ©eite gc* 
legten ©eraben teiten bic Beiben anbexen ©eiten in gletdjen SSer^ ft! tnif f en . 

4. SSexfiinbet man gtoei ©dpunlte eineg SDxeiedS mit ben beiben 5|Jiudten, 
in iuelc^ert bie beiben biefert ©den gegeniiBerltegenben ©eiten burd) eiitc juv 
bxitten ©cite gej-ogene SPaxaKefe gefd)nttten mexben, fo IjnlBiext bie buxdf) ben 
©djnittpunft btefex beiben SBcxBinbunggftreden uub bie bxitte ©de gclegtc 
©exabe bie bxitte ©eite. 

5. SSexbinbet man eineu Beliebtgen SJSunJt P mit ben ©den eineg SDxei* 
edg ABO, unb ftfjneiben bie §albiexuug§gexaben ber brei SBtnEel APB, BPC 
unb OPA bie ©eiten AB,, BC unb CA beg. in ben Spunften O', A' unb B', fo 
fdjneiben bie ©exaben CO', AA' unb BB' einrmber in einem SPunftc. 


6. 5J)ie beiben ©eiten BC uub AC beg ©reietfg ABC loexbeit in ben 
SPunfteit A' unb B' fo geteilt, baft A # C : A'B = m:n unb B'C : B'A = o: p. 
3n foeldjem S3erlj&ltniffe teilt bie ©erabe A'B' bie ©eite AB? a) m:n = 1 :2; 
o : p = 8 ; 4. b) m ; n = 2 : 1 ; o : p = 4 : 8. c) m : n = 2 : 1 ; 
o : p = 3 : 4. 

7. 3(n jebem SDreiede liegen auf einex gerabeit Sinie a) bic ShirdjfdjntttSs 
punfte bex §alBiexung§geraben atueier SDreiedgftunfel unb bex ,£jalBieriinggge= 
raben beg Sluftentotnlelg an ber oritten ©de mit ben gegeniiberliegeitbeu ©eiten. 
b) bie $urd}[dptt§pun!te bex £albierungggeraben bex bxei 2tuftenmiu!el mit 
ben gegenuBexliegeuben ©eiten. c) bie SpituEte, in melcften bie burd) bie 93e= 
xuljxunggpunfte beg einem SDxeied embefd)tteBenen $reifeS mit je gtoei ©eiten 
gelegten ©exaben bie bxitte ©eite fdjnetben. 

8. $)ie bxei guftpunEte F 0 , F a mtb F b bex bon einem BelieBtgen 5pitn!te P 
beg einem SDxeied ABC umBefcftrieBeneu Sxeifeg nuf bie ©eiten AB, BC unb CA 
qeffiltten ©enfredjten liegen auf einex ©exaben (©imfonfdje ©erabe). [Slug bex 
^uli^Ieit ber SDxeiede F C AP unb F a CP folgt FoA : F C P = F a C : FaP; cbenfo 
exgiefit fid) F b C : F b P = FqB : FcP unb FaB : FaP = F b A : F b P it. f. id.] 

9; SDte bier guftpunfte bex bom SfnftpunEte (H c ) einex eiueg SDxeiedg 

auf bie Beiben anbexen £jBfjen unb bie guge^Brigen ©eiten gefiiltten ©enf* 
xedjten liegen auf einex ©eraben. [2Jtan jeigt mit £ilfe bon UBung 8, baft 
aunttd^ft brei biefex SpunEte auf einex ©eraben liegen; man legt Ijierju burd) 
A, Ho, H, H b ben fflreig.] 

10. SBenn man bie ©ltbp unite breter paxatCelen ©txeden A^Bj, A^ uub 
A3B3 paartoeife mit einanbex bexbinbet, unb jtoax fo, baft ber ©dpxittpunlt 
ber SSerBinbungggeraben eutmebex Bei Eeinem obex nux bei jtoei ber bxei 
©tredenpaaxe jtt>ifd)en ben Beiben ©treden liegt, fo liegen bte brei ffiuxd j* 
fdjnittgpunfte P l2 , P ia unb P 23 je gttieicr 83exbtnbungggeraben auf einex 
geraben Sinie. 

11. SSefinfaet fid) jebeg boit brei ftljnltcl)en SDxeieden (SJieleden) in tHpi* 
lid^er Sage (Spianim. § 186, Slufg. 4, Slum.) mit jebem bex beiben anbexen 
©xeiede (SBielede), fo liegen bie bxei Sl^nlidjfeitgpunlte auf einex ©exaben, 
ber f. g. S^nlicIjleitgQjre bex brei ©xeiedEe (SJielecEe), gteic^Oiel ob bic #fptticf)» 
EeitSpunlte bxet tiuftete obex eiit ftugerer unb $toei iitnexe finb. 

12. ©dpteiben bie buxdj bie ©deu A t unb A 2 , B J unb B, f C t unb Q> 

jmeiex - SDxeiede unb A 2 B 2 C 2 gelegten ©eraben einanoer in einem 

l^unfte P r -fo - liegen bie S)ur(SfqnittgBun!te je gtoeiex entfprec^enben ©eiten 


©ormonlfdje uub ©ttciTjlen. 
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auf einer ©eraben. [©ie ©eiten beg A PA ) B 1 roerbett burdj bic ©erabe 
A 2 B 2 gefdjnitten, bie beg A PBjC, burd) B 2 C 2 , bie beg A PAj C.bitrcfi A 2 C 2 .] 

13. ©djneibet man bte ©eiteu eitteg SSicxcdES burd) gtoei tpatauelen ju 
einer ©lagoitatc, fo beftimmeu bic oier ©djnittpunlte etn SBieted, beffen ntqt 
pntattele ©citeit einanber in einent ffhmlte ber anberen ©iogonale fdjuctbeu. 


14. ©er ©urd)fcf)uitt§punEt einer beliebigett ©cite eitteg ©eljnenfuttfedg 
mit ber ©angente burd) bie blefer ©eite gegemibcrliegetibe ©de nnb bie ©utdj* 
fd)nittgpunftc bee Beiben anberen ignore bon gegenitBertiegenbcu ©eiten tiegen 
auf einer ©eraben. [SOlan Ififjt eine ©eite beg ©etjnenfcdjgedg burd) 3u= 
fantmenfaHen itjrer ©nbpunfte unenbtidj Item uub bamit bag ©etjnenfedjgecf 
ju einent ©etjnenfunfecf tuerbeu, bann tuirb bie Slidjtwig ber unettbUdj Iteinen 
©eite burd) bie ©angente in bent fpunltc angegebeit, in toetdjen bie Beiben 
©nbpunfte jufamnieugefatten finb.] 

15. SBcnit man butd) bic ©deit eiticg ©etjncnbievedS bic ©angenten tegt, 
fo tiegen bie bier ©d^nittpunlte jc juicier einanber gegenuberliegenben ©eiten 
beg ©efjnenbieredg nnb beg eutftnnbenen ©augentenbiereclg auf einer ©eraben. 
|3Kan benlt fid) an ©tettc juicier einanber gegeuiiBertiegenben ©den eitteg 
©etjnenbieredg je eine imettblidj Heine ©efjne gejoncu.J 

16. SBeun man bttrd) bie ©den eitteg ©reiedi an ben umbcfdjriebcneu 
Sfreig bie ©mtgenten legt, fo tiegen bie ©urd)fd)uittgpnnftc ber ©nugcuten mit 
ben gegcniitierlicgenbeu ©eiten auf einer ©eraben. 

17. Stn cincit Sfreig in einent feften fjiunltc bie ©augente jit legcn mir 
mit jjjitfc beg Siueatg. ftUmng 14. | 

18. SBeun in einent ©el)ueufcd)ged jutci l i|iaare einanber gegeuntiertiegenber 
©eiten parallel finb, fo ift eg and) bag britte fjSnnv. 


2. tjjnrmonifdjc ijJiuilitc uub 5truljleu. 

S 22. 

J. ©rflfirung. [Tvifl- 10 a.] SBeun cine ©tveefe A, A 2 butd) jtuci t|Suuftc 
B, uub U 2 iitncn Bej. aufteit in bemfctbeit 5Ltcvt)filtniffc (in : 11 ) getcitt ift 
l^lanint. S 120], fo baft 15, A, : B,A 2 — H 2 A, : B 2 A 2 (== m : 11 ), fo 
tjeifjt bic ©treefe A, A 2 in ben beibeti ^mitten B, uub B 2 (im 9Scrl)£ilt* 
niffe m : n) t) arm 0 it if cl) getcitt. 


A t Si A 2 

Alfl. 10 m,. 

2. Slufgalie 1. ©tue fefte ©treefe A ( A 2 im SBertjfiltntffe juicier 
gegebenen a) ©trccfeit, It) ^aljteit tjarmonifd) jit teiten. 

SlitftBfnng. ©icl)c ffSlauim. § 120, 3 unb Slum. 3. 

3. Stufgabe 2. Sine fefte ©treefe A t A 2 tjarmonifcf) jn teiten, 
menu ber eine ©citfmnft [a) ber iitucrc, b) ber fiujjetej ge=- 
geben ift. 
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§nrotunlfd)e Sgunfte unh ©trnljlcn. 


fttufliJfiutg l. 9Ran jiel)t burd) bie beibeit ©nbpnnfte bet ©trede 
AjAj gtoei ffSarallelen, trftgt auf bet einen ^ataHete eiue betiebige ©trede 
nad) beiben ©eiten f)iit ab, legt burd) bert fteien ©nbjmnft ber eineu ab- 
geteagenen ©trede mtb bitrcCj ben gegebenen ©eilpmft bie ©erabe unb 
ebenfaH§ but<fj ben ©ctjnittfmuft biefet ©eraben mit ber anberen ^nt-- 
aEele unb burd) ben fteien ©nbfmnlt bet cmbereit abgetrageiteu ©trede 
bie ©erabe; biefe ©etabe fdpeibet bie fefte ©trede A, A 2 ober bie ®er* 
Kngerung berfelben in bem gefudjten ©eitpunfte. 

Sluflijfung 2. @efd)iel)t mit §iife tun § 19, 4. (DIjnc 3irfel.) 

4. golgermtgen. a) ©8 giebt nut ein fJ$un!teJ)oar B t mtb B 2 , tocldje 
eine fefte ©trede A^ in eittem gegebenen SSerljaitniffe m:n Ijaratoitifcl) 
teilen, fo bafj Bj A t : B, A 2 = B 2 A t : B 2 A 2 . [5(3Ianim. § 120, Stnm. 2.] 

b) SDa ba§ 83erljaitni8 m : n betiebig getoSIjft toerbeit fann, fo giebt 
eS unenblidj oiele SPitnltefmate B, unb B 2 , toeltfje eine fefte ©trede A, A 2 
tjarmonifcfi teilen. 

c) Siegt ber imtete ©eilpunft B, ber Ijatmonifd) geteilteit ©trede A 1 A 2 
tracer an A 2 [A t ], fo liegt ber fittjjere ©eitpunft B 2 auf ber SBerlfiitgerung 
ton A[A 2 uber A 2 [A,] IfinauA 

t fic£| B t bem Sjjuntte A 2 [A,], fo nfiljert fidj audj B 2 bem 
ffSunfte A 2 [AJ, 

gdHt Bj mit A 2 [AJ pfammen, fo fftllt auclj B 2 mit A 2 [A,] p 
fantmen. 

©ntfernt fidj Bj Ouu A 2 [A,], fo entfernt fid) audj B 2 oott A 2 [AJ, 
unb fact B 4 in ben §albierung3fmnft non A,A 2 , fo riidt B 2 auf ber $Ber= 
Ittngerung uoit A t A 2 liber A 2 [AJ I)inau8 in unenblidje ©ntfernuitg. 

5. Seljrfafc. 3ft bie ©trede A t A 2 in Bj unb B, Ijarmonifd) 

geteilt, fo ift audj bie ©trede B,B 2 in A t unb A 2 Ijatmonifd) 

geteilt. 

S5etoei8. SIu§ B t A t : B t A 2 = B 2 A t : B 2 A 2 folgt bitrdi UmfteHung 

ber iitneren ©lieber B t A, : B 2 A t = B, A 2 : B 2 A 2 

ober A,B, : AjBa = A 2 B, : A 2 B 2 . 

6. ©rllftrung. 3ft bie ©trede A ( Aj in ben ^nntten B, unb B 2 l)ar* 
mouifd^ geteilt, fo nennt man bie tier fjWfte A 1( A 2 , B lf B 2 fyatmonifdje 
SjSunftc; A t unb A 2 Ijeijjen gugeorbnete (fonfugierte) Ijarmonifdje 
S[5unfte, ebenfo B t unb B 2 . 

7. Slufgabe. ©ie Slbfdjnitte einer in einem gegebenen SSerljaltniffe 
m : n Ijatmonifdj geteilteit ©trede p beredjnen. 

9lufli)fung. [gig. 10a.] ®8 fei A^ = a unb 

B) Aj : B t A 2 = B 2 Aj : B 2 A 2 = m : n, too m >■ n. 



garmoulfdje s $unfte utib 6tral)ten. 
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Slug B t A t :B i A 2 — m : n folgt B 1 A 1 = mx unb B t A^ = nx. 

©a fewer B^ + BiA 2 = a, fo ift 

mx + nx = a, 

a 

x = j 

m + n 

Soigfic^ift I^Aj = a unb B t A 2 =^-a. 

Slug BjAi : B 2 A 2 == m : n folgt B 2 A, = my unb B 2 A 2 = ny. 

®a fetner B 2 A( — B 2 A 2 = a, fo ift 

my — ny = a, 

a 

^ m — n 

SolgltcE) ift BaAi = m “ q a unb B 2 A 2 = n a. 

gerner ergiebt fief), baft 

AiB, : A t B., = f m a) : ( m a) — (m — n) : (m + n). 

11 1 ‘ \m -|- n / \m — n / 

3|’t baljer B|A, : B, A., B 2 A, : B 2 A 2 =-= m : n, 

fo ift A, B, : A, B 2 A.,B, : A 2 B 2 =--■ - (m — n) : (m + n). 

S 23. 

t. (Srllfirititg 1. 93ier (SrOffcu bitbcii cine tynrmonifdje^Proportioit, 
menu bie ®ifferettj bet bcibcit erfteit jur Different ber beiben lejjten fid) 
bcrljiilt mic bie crfte jut lejjten. 

®ie uier ©tiJftcu a, b, c, <1 bilbeit batjer eine Ijarntonifdfc 5pro= 
portion, menu 

(a — b) : (c — d) a ; d. 

2. (Srflfirnitg 2. <3iub bie beibeit mittlcren boit uier C^rtJftcn, bie 
einc Ijarmonifdje proportion bitbeu, eiuember gteid), fo cntfteljt einc ftetige 
f)armonifc£)e ^Proportion. 

3ft j. 93. in ber Ootljergeljeitbcn ^proportion c b, baun ift 
(a — b) : (b — d) — a : d. 

b ftciftt bann bie mittlerc tjarinonifdje ^Proportionate ober bag l)ar* 
monifdje SJiittel gu a unb d. 

3. 3ft b bag Ijarmonifdje SOHttel jmifdjen a mtb c, fo ift 

(a — b) : (b — c) = a : c. 
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.fjcimonl|dje Spunfte «nb ©teamen. 


§icrau2 folgt ao — be = ab — ac, 

2 ae = (a + c) b, 



b. t). bet teglptole SBett beg Jjartnonifdjeit Sfffittete jtoeicr gaijlen ift gleid) 
bem aritijmetifdjeit SKittel bet rejtprofen 2Berte bet beiben galjlen, uub um= 
getetjrt. 

4. SBirb bie Scinge eiiter geftjannten ©aite gletcE) 1 gefefct, fo ift, bei 
gleidjem ©toff unb gleicfier ©pannung unb ©ide, bie ©aitcnlihtgc bet 
Quiitte beg botljergeljenben SConeS gleid) f. ©a mm 

* (* + |) = * ^ + *) = i “ \ 

ift, fo ift % bag Ijartnonifctje SDEittel ju 1 itnb £ ift abet bie ©aiten* 
ttinge bet groften ©erg beg erftett ©ones. ©rei ©aiten non bett Stingen 
1, i i ergeugen alfo ben Ijatmonifdjen ©reitfang: ©runbion, grofee ©erg, 
Quiitte. ©aljer bet SJtame (fictige) tjarmonifcfje ^Proportion. 

5. ©rdgt man auf einet ©etaben non einem $untte A t aug mid) bet- 
felben SMjtung breiStrecEen = a, A t Aj = b unb A L B 2 = c ab, uub 
teilen bie freien (Snbpunfte B, unb B 2 bet Heinften unb grfifoten ©trede 
bie mittiere ©trede A t A 2 l)atmonifd), banrt ift 


i* £ — 4* 


4> 


B t A, 


e 

Sift. 10 b. 


BtAs 
a : (b — a) 
ac — ab 
2ao 
1 
b 


B2 A^ i Bo Aj) f 
c : (c— b), 
be — ae, 

(a + c) b, 

2 Vc ^ &)’ 


b. I), bie mittlere ©trede AjAj ift bag tjarmonifdje SDtittet gtoifd)en ben 
beiben anbereit ©tredeit B,A t uub B 2 A,. ©aljer ber Sfoime tjarmonifdjc 
©eiluug. 


§ 24 . 

1. ©rftdrung. SJier ©erabe, ioeldje burdj einen beliebigeit $unft 
nad) uiet I)armonifd)en Spunlten gegogen finb, Ijeijjen bier barmonifd)e 
©traljten Opatmonilalen) obet ein Ijarntonifdjeg ©traljlenbufdjeL 
©>er gemeinfdjaftlidje SPunft ber ©traijlen eineg Ijarmanifdjen ©traljten* 
buffets Ijeifjt bet ©dijeitel obet SDiittelpunft beg S&flfd^elS. 3e gtoet 
©trntjlen, toeldje bnref) gtuei einanber gugeorbnete ffJunfte gef|en, tjeiften 
gngeorbnete ©traljten. 


.§anuonHd)c 'puutte uni ©traljlen. 


43 


2. Rolgexung 1. .Sroei cinattber fdjiteibcnbe ©exabe unb bie 
§albiexitug§gexaben ber bon tljnen gebilbeten SBinfet bitben ein 
IjaxnumifdjeS ©txalftenbttfdjeL [ipfanint. § 121, ,Quf.] 

3. Rolgexitng 2. SSter buxdj einen unit geljenbe ©exabe 
bitben ein t)axmoitifd)e3 ©txaHjiettbftfdjei, mean ba8 bon jto ei 
biefcx ©exaben abgefdfnittene ©tiidi eiuex beliebigen getaben 
Sinie buxd) ben einen bex bciben aitbexen ©txaljlen Ijalbiext luirb 
unb bex biexte ©txaljt bex gexaben 2inie fjaxattd ift. 

©ex SBetoeiS exgiebt fid) cm3 § 22, 4, c, ba bex bem §atbiexuitg3punlte 
cinex ©tred'e jugeoxbnete ifjunft bex unenbtid) feme Spuntt auf bex SSev* 
Ifingexuitg bex ©txecEe ift 


8 25. 


1. Setjxfuf). SBenn ntan gu etnem ©txatyle eincS Ijaxmonifdjcii 
©txat)teubiifd)et3 cine beliebige ^mattclc gidjt, fo luivb bnxd) 
ben gugcoxbnctctt ©txaljt ba3 bon ben beiben anbcrcn gugc= 
ovbueten ©tratjlen nbgefdjnittcnc ©tiid bev 'paxonden Ijalbiext. 
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o r a n 8 f e fui n g. [Rig. 1 1 n. | 


A,, A.,, 15, unb I5 2 finb uiev l)ax* 
mouifdjc ifiuiiftc, atfo PA,, PA 2 , 1 J B, 
unb PI5, uicx l)axmonifd)e ©tvalilcu. 

A.VHPB,. 

i}5 el) a up t un g. B/A,'-- B,'A 2 '. 

SBelucisS. ^icljt man git PB 2 
buvd) ben bem ^uutte li 2 gugeoxbuetcit ^uuft 15, bie ^amltele A,"A 2 ", 
fo ift nad) \ptnuimctxic 8 IP-*, I mtb 2 



B,A, 

n 

PB 2 - 

B 

A, : 

B 2 A, 


nub B,A 2 

rr 

PB, 

B 

A 2 : 

l5.,A.i, fcvner ift 

nad) 4? or 

B, A 

J 1 

B 2 A r 

B, 

A a : 

b;a; 


B,A, 

it 

PB 2 - 

B. 

,v 

: PB a , 



15 

,A," 

B, 

A,". 




B 

.'A,' - 

' B, 

'A,' 

nod) iptauiinetxic 

8 119. 


s. SBovauSfcjjuitg. [Rig. Ub.] A,, A 2 , B, unb B 2 finb biex l)av= 
uionifdjc 'puntte, ciifo PA,, PA 2 , PB, unb PB 2 biex l)nxmouifd)e ©traijlen. 

B,'B.;||PA 2 . 

SSdjauptung. A/B/ — = A,'B 2 '. 
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§amonifd)e unb 6tvaf)Ien. 


SetoeiS. 3ief)t man ju PAj butcf) belt betti iJSuntte A 2 jugeortmctcu 
5]Sunft A! bie SJJaraHele B/'B 2 ", fo ift 



A t B 1 " : PA.i -- B,A, :B,A # 
unbA 1 B 2 ":I J A a B 2 A, : Ms- 
fern er ift nad) SBot. 

B,A[ : B, A 2 B 2 A| ; B 2 A 2 , 
^T 1 B j "TpA 2 = A, li./' = I’ A,, 
A.B," . A, Hm", 

A/B,' -- Ai'Ba'. 

2. $ufa[j 1- Scbc oimnii 
©traljle etttcS Ijctrmouifdjcu ©tnil) 
ienbiifd)el& gejogene ^araliele luivb 
burdj bie ©ttafylen beS ©fifcljetis in 
bier ijattttonifd)cn fjhtnfteu flefdjtiitten. 
$emt ber bent §aI6icru»ifldpiutftc 
einer ©trede -jugeorbnetc Ijarmonifd)i‘ 
fJSunft ift ber uttcnblid) entfcvute 
$£unft auf ber aSertaitgcniiiji bev 
©trede. 


3. 3 u f a l 2. SBettrt bag non jtoei jugeorbnetett ©trafjlen ciited l)av 
monifdjenJBtifdjeB abgefdjnittene ©tud eitter ©erabert bon cinewt ber beibcu 
anberen istrafilen fjalbiett toirb, fo ift bie ©crabe betn bierteu ©trciljle 
parallel. 


§ 26. 

1. Se§rfa$. Sebe burdj ein tjarntonijdjejS ©traljlcttbiifdjcl 
geiegte@erabe toirb burd) bie ©trat)len 
be§ SSiifdjelg in bier I)armoitifd)en 
5)Bunften gefdjnitten. 

SBoraugfefcung. [gig. 12a uub b.| 
Aj, A , , Bj unb B 2 ftnb bier Ijartiio* 
nifc§e ijhtnfte, alfo bitben PAj , PA 1( 
PB t unb PB 2 ein tiarmonijd)eg ©trail ten- 
6iifd)el. 

S8el)auptnng. 

B/A/ : B,'A 2 
= B 2 A/:B 2 'A 2 '. 
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$nxmonifd)c ijJuultc unb ©tadjleit. 


S3etoei8. 3iel)t man burdj einen betiebigen bcr bier tpunfte, in 
mel(f)eit bie bier tjarmonifdjcu ©tratjten bon ber ©eraben gefd^nitteri met* 


ben, j. S3. B/, ju bem bem ©traffic 
PB, jugeorbneten ©trat)le PB 2 bte 
'JparalMe A," A/'- fo ift nadj bent 
bortjergctfeuben Sctjrfa^e 



B/A," 

= B/V 

f 

feriter ■ 

ift 



B,'A,' 

: B/A/ 

= B/A," 

: PB 2 ' 

mtb 




B/V 

: B/A/ 

= B/A," 

: PB/, 

B/A/ 

: B/A/ 

- B/V 

: B/A/ 

ober 




B/A/ 

: B/A,' 

— B 2 'A/ 

: B/A/. 

2. 

3»f«fJ- 

3u jcbem 

UDii bvei 


jugcorbnetcn tjarmonifdjcn Strut)!. 



eu ©tratjlen giebt e§ uur cine it 


# 27. 

SctjrfSfce. (Um!eljruugcn bon § 24, golg. J.) 

1 . SBcitn bcr SBintct juicier jugeorbneteit ©traljlen ciitcst- 
l)aruiouifrfjcn©trat)lonbiifd)cte!bon bem cincn bcr beiben attbcrcit 
©traljlcn tjatbiert mirb, fo ftcljt fciit jugcorbnetcr ©tral)t auf 
iljm fentrcdjt. 

SSorauSfejjung. [gig. 13. j 
B,A| : B, A,j — B 2 A, : B 2 A 2 unb 
Z. B, PA, --= B,PA 2 . 

93et)auf>tuitg. PB 2 l_ PB,. 

S3 e lb e i3. ®ic auf PB, iu P er* 
ricljtete ©entrecote Ijatbiert /L A 2 PA, ", 
ift alfo nad) § 24, $olg. l, bcr PB, 
jugcorbnetc ©trat)L ®a eS auf PB, 
in P itur eiue ©enlrcdjte, unb nad) § 26, 3 tt f-> P PBi mti: c ^ ncu P* 
georbneten ©tratjt PB 2 giebt, fo muft PB 2 auf PB, fenftetft fteljen. 
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.garntonifdje ^nntte nub Stmjlen. 


, 3Beitn mti gugeorb nete Strain chute l)ariuonifcl)Cit 
<gtraf)tenbiifcf)el3 auf einanber fenlredjt fteljcn, Jo tjdtucvcu fu 
bte SBinlel ber beiben anberen gugeorbnetcn ©traljlcn. 

®otau8fe*ttng. ®tfl- 13.] B t A t : B,A 2 == B 2 A, : »-.A, unb . 

Jr -D 2 _L -*■ J^l • 

SSe^ou^tung. ^ B^A* = BjPA 2 unb Z B. 2 PA, - - B,PA,". 

SBemeiA 9Btrb ^PA, butc^PB, fattiest, mtb bevlunbet man I’ 
mit bem bem fpunlte B t gugeorbneten SJJunltc B 2 , fo ftct)t 1 B 2 auf 1 »i 
f entreat, unb PB 2 falbiert Z AjPA/'. Sldfjert ftclj B, bem j>uitfte A 2 . 
fo nfffact fid) auc$ nacl) § 22, 4, c ber gugeorbuete $untt B* belli 
sRunfte A 2 unb ^ B X PB 2 ift < lB; entfernt ftcf) B, nite ber it nfnuflfr; 
laae too n A 2 , fo entfernt fid} aitcf) B 2 bon A 2 unb 
alfo nur in einer beftimmten Sage be§ spunlteS B, ftefan bie gugeorbuetcn 
©trafjlen PB t unb PB 2 auf einanber fentrectjt. Sit bicfer Sage fjalbicrcn 
PB, unb PB 2 bie Don PA, unb PA 2 gebilbeten SBinfct. 

Semerfung. ®ie beiben ©flfce fann man avid) beiucifeit mit $itfc 
ber beiben longruenten ©tetedle PB 4 A , 1 unb PB t A 2 , bie man crl)i!i[t, menu 
man buret) gu PB 2 bie $araMe A,'A 2 ' gieljt. 


§ 28. 


1. 3ufa^. SBefdjreibt man iiber bem Sibftanbe gtoeier gugeorbiieten 
fjarmonifdjen $unfte ate ©utdjmeffer ben tote, fo ftetjen bie Slbftciitbc 
jebeS $unfte§ biefe^ toifeS Don ben beiben anbeten gugeorbneten ifSmifteu 
in bemfetben 9Jert|dItniffe, in loetdjem ber ?Ibfianb ber beiben Xcfjten git- 
georbneten iJSunfte buret] bie beiben erfien jugeorbneten ffSuntte geteitt tuirb. 



33oran3fefjnng. [$-ig. J 4. [ 

B 1 A 1 i B t A 2 — B 2 A t • B 2 A 2 m » n. 
P eip beltebiger SPunft bes toifcS fiber 
B[B 2 ate ©uidjmeffer. 


SBetjauptung. PA] : PA, 2 -- m : n. 

SBetoeiA gotgt auS § 27, -2 unb 
iptamm. § 121, grtf. 


2. ©er geometrifitje Dri alter ifhinfte, beren Stbfifinbe Doit gtoei 
feften SPunften in einem gegebeneit SBerljfittniffe ftetjen, ift ber 
®rei§, beffen ©urdjnteffer ber SIbftanb berjenigen beiben fpunttc 
ift, in ioetetjen ber SIbftanb ber feften f|3unlte im gegebenen SBcr« 
t)SItniffe tjartnonifd) geteitt tnirb. (StpDflontfdjer totA) 
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SB etu ei S. P' fei ein $unlt , beffen SIbfitinbc bon ben beiben fefteit 
jpwntten unb A 2 int gegebenett SBerfjattniffe m : n fteljeit. SEeitt matt 
bie ©trecte A^ tm SBertjdltniffe xn : n in ben ^Bunlten B t unb B 2 l)at> 
ntonijd), jo baft BjAj : BjA 2 = B 2 A, : B 2 A 2 = m : n, nnb betbinbet P’ 
mit A 1( A 2 , B x unb B 2 , jo toixb bet SBinfet A,P'A 2 unb jein jftebenwittfcl 
burdj P'B t unb P'B 2 ftalbtert [iplanint. § 121, 3lnm.]. ffolgltd) ifl ^B t P'B 2 
= 1R; P' liegt aljo auf bem Steife itbcx B,B 2 aid ©nrdjmcjjev. $)a8fetbe 
gilt bon uEen Spuntten, bexett iitbftanbe bott A, unb A 2 im SBetftaltuiffe 
m : n fietjen. 

Unigelebtt fiefteu nacft bem botbergeftenben 3 u f n ^ c bie 9lbftfinbc 
jcbeS jpuntteS bed Streifed iibex B,B 2 aid ®urct)mejjet bott A, unb A 2 
im SBerljfittittffe m : n. 


§ 29. 

♦ 

1. ©rtlftxung. SBiet ©ctabc, bon toeldjcn teinc brei buxd) beujelbett 
‘ijJitntt geftcn, unb toeidje einanber in jectjg ^mitten fdjucibeu, bitbeu ein 
boltftftubiged Slliexfcit. [$ig. 15.] ®adfclbc bat fed)d ©cEcti, A, H, C, 
D, E, F, uub bvei SMagoiutleu, AC, HI), EF. 




•2. S'ebrjaft. Sit ci it cm bollftaiibigeii SSicvf cit tcileu bie 
SJiagouatcn ciitaubex t)avmouijd). 

sycljatuttimg. [j$ig. Ifi.| l) E, F, H, J, 2) II, 1), (1, ,), ;») A, C, (1, li 
finb bavmoitijdje jjSunftc. 

^ clue is. ®aft E, F, H, J bannouifdje unite finb, exgicbt fid) and 
S 19, 3nf., bcnu in bem ®veiect AEF jdmeiben bie burd) bie (Scfeti gct)euben 
©evabett AH, ED, FB ciitanbex itt einem iJSunfte C. 

Urn ju bctocifctt, baft B, D, G, J ftavmonijdje fJSunfte finb, jieljt man 
bie ©erabe A.f ; battn finb AE, AF, AH, AJ biet barmottijclje ©traftten, 
toelcfte bie ©erabe BJ in ben»j(Sun!teu B, D, G, J fdjueiben. [5j 2ii, 1.) 
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fjamiontfdje SfJuntte unb ©trafjlen. 


3ie^t man nod} bie ©erabe EG, bamt fittb EB, ED, EG, EJ bier 
Ijarnumifdje ©tra£)Ien, toelcEje bie ©ernbe AH in ben SBunlten A, C, G, 
H fdjtteibett. 


§ 30. 
ft bun gen. 

1. Sine ©tredEe A, A 2 ift k cm tang; auf berfelben liegt ein iBunft B, 
fo, bnjs A,B, = 1cm ift. Ser ju B, (jatmonif* gugeorbitcte SBunEt B, foil 
gefunben toerben birrdj Sonftmftion nnb but* 9tccbmmn. a) k = 18: ] = 15 

b) k = 18; 1 = 6. c) k = 18; 1 = 9. ' 

2- ©ine ©ttccEe A,Aj ift 18 cm lang unb in jtoei 5)Junften B, unb B 2 
tm SSerfj&Itniffe 5 : 1 [jarmonifd; geteilt. Sn toeldjem aSerMItniffc ift bie 
©trccte B t B 2 tit ben Spunften A^ unb Aj fjatmouifd} geteilt? 

3. 2Inf bet ©trecfe AC ift ein ^uuft B angcnommen, fo bajj AB = 20 mm 
unb BC = 10 mm. 3u belt btci 5|5unEten A, B unb C ben biettcu Ii at= 
montfdjen 5($unft butdj fitting 311 finben, unb stoat fei berfelbe sugcotbnct 
a) bent 5f?unEte B. b) bent s)3itnEte A. c) bem ifcunEte C. 

4. ®a§ barmonifdjc EKittel ju finbeu ju a) 1 unb A b) 1 unb 

c) 1 unb fr d) 1 unb f e) j mb f J 

5a. 2Beuu (a — b) : (b — c) = a : c, fo ift - — - = I _ I . 

a b b c 

5b. SBenu a — b = b — c, fo [ft f 1 — : f 1 i\ = 1 • 1 , 

cvcmin a b / ’ \b c/ a'c 

Sn SEBorten? 

6. ®ie yejSipvoEen SBerte ber ©lieber einer nritljmetifdien progreffiou bilbcn 
cine ^atmonif(|e ^Jrofltefftoit, b. 1). eine progreffion, in ber je brei auf ein- 
anber folgeube ©lieber eine ftetige fjarmontfdje proportion bilben. ©o folat 
f-*, ant^metifdjen Progreffion 1, 2, 3, 4, . . . bie Ijarmonifdie pro* 

greffton 1, b b i, • • • ■ ' ; r 

r f Silben bie ©eiten eine§ ®reiecf§ cine ftetige arit^metifdje proportion, 
geEc^rt ^ $bl)en eine ftetige Ijarmonifdje Proportion unb um= 

8. ®a§ aritl)metifcf)e SKittel jtoeier Bafjlen a unb b ift grafter 

(tig bng gcomettifdjc [/ab] unb biefeS toiebet griper al§ bag fiarmonifrte 
2ab "I 

a + bj- 

® ie „P [ f t ! e einet Ijatmonifdj geteilten ©tredte ift bag geomettifdje 
pittcl bet 2lbftihi.be bet SEeilpunEte bom fpalbierunggpuntte bet ©tteefe. [3ft 
”■ i-fa * n ® Ijalbtert unb in B x unb B 2 Ijarmonifdj geteilt, unb fefet man 

AjAa = a, B t C = b t unb B 2 C = b 2 , 

|o ift (I + ‘0 ■ G - *.) - (". + 5) •(»> -!) ‘a - * 4 - 


$attiuroifdje ^utifte unb ©tratjlen. 
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10. 3ft bic ©tredc In ben SJJunften B t imb B 2 Ijarmonifdj geteitt, 
mtb P ein betiebiger 5f5un!t aufterljatb ber ©eraben AB, fo iff 

sin BiPAi : sin B^Aj = sin B 2 PA 1 : sin B 2 PA 2 . 

11 . £)ie aitf ben ©tratjten eineg tjarmonifdjen ©traljtenbufdjelg im ©djeitel 
erridjteten ©enfredjten bitben ttneberum cin t)armunifd)e§ ©traTjtenbitfdjel. 
[Pauint. § 21 , 30 unb 81.1 

12 . ©ie SKittelp unite beg einem SDreied eiubefdjL'iebenen unb beg eincr 
©eite bcgfelben aubefdjriebenen $reifcg teilen bie SBinEetljalbicrenbe beg bicfcr 
©cite gegenu 6 erliegenben SBinEetg ljarmouifd}, unb eg ift 

CW : CW 0 = W r W : W r W 0 = q : p 0 . [§ 24, gotg. 1 .] 

13* SDer Stfiftaub ber ^uulte, in mcldjem ber einem ®reied einbefd)riebene 
unb her einet ©eite begfetbcn aubefdjriebeue Steig biefe ©eite beritljren, tnirb 
bitrd) bie gu biefer ©cite getjbrige §5I)e itnb SBinMtjatbicrenbe |armonifd) 
geteitt. 

14. $er 9tb[taiib beg gitjjpunlteS ber ju eiuer ©cite eineg ‘uDreicdS ge* 
hbrigen §B 1 je mtb beg 5 | 3 nnfte§, in incident ber burd) bie gegnmbertiegenbe 
@de gefjenbe Surdjmeffer beg umbefdjriebcneu SJreifcg biefe ©cite [djneibet, 
ttrirb burdj bie SBinEelljalbierenbc beg SBinEetg an biefer ©de unb feineg Slufjeu* 
toinletg tjarmonifd) geteitt. [fptauim. § 101 , 226.] 

15. $)er ©cqenlel eineg gleid)fd)euttigeu Srapegeg tuirb burd) bie bom 
©dputtpuntte ber §atbierungggeraben ber beiben antiegenben SSSinfet nuf biefen 
©djentet unb bie ©runbfeiteu gefciltten ©eu!rcd)teit tjarmonifd) geteitt. 

16 n. SDie SSerbiubitiigggernbeu eineg betiebigen ^unites! eineg fflreifcS mit 
ben ©nbpunfteu eincr beliebigen ©etjnc teilen ben auf ber ©ef)ne fen!red)t 
fteljenbeu SDurdpneffcr tjarmomfd). 

16b. SDie 93 crbiubungggevabcn eineg betiebigen 5pun!tc3 eineg Srcifcg mit 
ben (Snbpunften eineg betiebigen ®urdjmeffcr3 tciten febe auf bem ®itrd)meffet 
fentrcd)t fteljenbc ©ct;nc I)arntonifdj. 

17. Sinett s 4 $uitft gu finben, beffeit SBerbutbuugggernbcn mit brei feften 
nuf eincr ©eraben liegenbeu ^uutten gtuei gleidje SBinEet bitbcit. |§ 28.] 

18. ffiineu '$uiitt gu finben, beffen ©ntfernungen non belt brei GEcfcit eineg 
gegebenen ®rcicefg in einem gegebenen 93 crt) at tn iff c. [tefjen. 

(Silt jDreiec! gu Fonftriiicreu aug: 

19. a : b (ober hb : h tt ober u : y), u unb a) h c . b) s c . c) w,. . d) p. 
e) (cs 0 ). 20 . a : b (hb : h a , u : v), p, q. 

21 . u, v tutb a) h 0 . b) s<j. c) w r . tl) p. o) (cs 0 J. 

22 . a : b (hb : h a ), u — v unb a) h 0 . b) s Q . c) w ? . d) q. e) (cs 0 ). 

23. a : b (hb : h a , u : v), p — q unb a) h 0 . b) a — 0. 

24. e, s a : Sb unb a) h e . b) s 0 . c) ^ (cs a ). d) (cs 0 ). e) 7 . f) r. 
g) a : b. h) h a : hb. i) u : v. 

25. a : b (lib : h a ), c unb a) s a . b) ^ (s a Sb). c) zl (as a ). 

26. u, y nub a) s a - b ) (« ft Bb). c) ^ (as a ). d) a : s a . 

27. a : b (h a : hb , u : y), s a , (as 0 ). 28. a, h, s a : Sb . 

29. c, b : Bb unb a) s c , b) s a . 0 ) ^ (s a Sb). 

30. a : h (hb : h a , u : v), s 0 , h 0 . 

ttomtitueUtoebev, Irlflouomctrle, UmcnAdtuiifl 4 
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$oI uni folate. 


81. $er 2E6flanb be§ ©djnittpunlteS ber brei a) ©ettculjalbicveitben, 
bj SBinlelljalbierenben, c) fjijljeit eineS ©teiedS bon cittcr ©de luirb burd) bit' 
btefer ©de gegeraiberliegenbe ©eiie ujtb bie SSetbiubmtgSgcrnbe bee ©iibpuuttc 
bet ju ben beiben anberen ©eiten gefjflrigen a) @eitenl)alblcrcnben, b) SBiufel- 
Ijalbterenben, c) .fjBljen ljarmonifd) geteitt. [§ 29, 2.] 

82. Sebe ©eite eineS ©reiedS roitb batmouifd) geteilt burd) bic ju- 
geljBrige a) ©eiienjjalbierenbe, b) SEintetljalbiercnbe, c) ,£) ij f) e. uitb bic Xtev* 
btnbungSgerabe ber ©nbpmdte ber ju ben beiben nnbereu ©citcu getjilrigen 
a) ©eitenljalbierenben. b) SBinfelljatbierenbett. c) ^Bljcit. 

88. SBerbinbei man jWet ©dpunfte eineS ©reiedS mit ben bcibeu ^uiilten, 
in WeKfjen bie beiben biefen ©den gegenfibertiegenben ©eiten burd) cine, jur 
britten ©eite gegogene SBaralCefe gefebnitten tnerben, jo toirb ber 9tbftflub beS 
©djnittpimfteS btefer beiben S3erbinbungSftteden bon ber britten ©de burd) 
bie britte ©ette unb bie Sparallele jn iljr Ijarmoiufdj geteilt. 

84. Scbe ©eite eineS ©teiedS mirb burd) ben ©eruljrunggpuuft beS ciip 
befdjriebenen fireifeS unb bie ©erabe, loeldje burd) bic SBeriHjrimgSpiuittc beS 
ehtbefdjriebenen SEreifeS mit ben beiben anberen ©eiten geiegt ift, ijarmouifdj 
geteilt. [§ 21, 2t unb § 19, 4.] 

85 a. $11 brei feften SfSunlten (©traljten) ben ju eiiiem berfetben gcljtfrigcn 
•bierten Jjarmomfdjen $unft (©tratjl) btojj mit Stnmenbnng DeS StuenlS ju 
fhtben. [§ 19, 4 ober mit ^jilfe beg bottft. SSierfeitS.] 

85 b. ©in fefter SBinfel iftljatbiert. 9Iuf ber §albiemng§gerabcn im ©djeitet 
be§ SBinMS bie ©enfredjte blofj mit Slntoenbung beS SineaiS ju ctridjtcu. 

86. 3n gig. 16 merben bie ©treden AB unb CD burd) bie ©ernbeu FK 
unb FG tjarmonifd) geteilt; ebenfo bie ©treden AD nnb JBC burd) EF unb 
EG; ebenfo EG burd) FC unb FA unb FG burd) ED unb EB. 


3. fjfll unb |)olare. 

§ 31. 

©rlEIdrungen. 3Se gtoei ifSunfte, ttieidje eincit ©itt'djmcffer eiitctf 
^reifeS tjarmonifd) teilen, Ijeijjen jugeorbnete (fonjugiertc) 9Mc beS 
$reifeS. 

©ie in bent einen bon jtoei gugeorbijeten $o!en auf bem Jttgct)i5rigcn 
.©urdimeffer ober feiner SBerifingerung erridjtete ©entreefite Iieifit bic 
late beS anberen SPoteS. 

Solgerungett. gu jeber ©eraben giebt eS in SSegng auf einen feften 
SEretS tmmer einen unb nut einen Spot unb ebenfo ju jebem sjjuufte immer 
eine unb nur eine folate, fiiegt bie ipotare au[ 3 erf)atb beS SEreifeS, fo liegt 
ber 5fsot inner Ijat6, fdjneibet bie $olare ben ®rei§, fo liegt ber $ol aitfter* 
^alb. ©ie ipolare beS 5D?itteIpunIteS beS JEretfeS ift unenblidj entfemt 
bie eineS unenblidj entfernten ^unites ift ein ©urc^meffer; ber <p 0 I eineS 
SDurdjmejferS liegt in lmenbltdjer ©ntfernung, ber einer itneubltd} entfernten 



qjol imb folate. 
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(Seraben ift ber aDtittetpunft. ®ie $o!are erne? $unfteg beg SireifeS ift 
bte lEattgetite in biefem $unfte, ber $o! einer SEangeitte ift ber S8e= 
riiljrungSpuntt. 


8 32. 

Scl)tfafe. ©ie SBerbinbungSgetabe ber SScritt)ru«gSf3unfte 
ber non cinem $unfte aufjerljatb ctneS ®rcifc§ ait biefen ge* 
jogeneu Sangenten ift bte Rotate bicfeS $untte8. 

$otau8fe&ung. [$ig. 17.] 

BA J. MB; CA I MO. 

©'cljauptitng. BO I AD nnb 
FD : FE = AD : AE. 

$ett>ei8. @8 ift 1. BO I AD nad) 

$lanim. § 92. 

SBerbinbet man B mit D unb E, fo ift 
2. DBE = lR unb 
^ EBA = EDB = EBF, fotgtid) nad) § 24, gotg. I, 

FD : FE AD : AE. 

^ufafj l. 2 egt matt burd) bie ©djuittyuntte einer (Skrabeit mit einctn 
ffireifc an bicfeit bie lEangeittcn, fo ift ber ©ctjnittpuntt ber lEaugenteu 
ber 3ur ©crabeit gelibrige $01. 

3 rtf a ^ 2. ®ie SBerbitibungggevabeu eiucS $unfte8 an fieri) alb ciite$ 
SteifeS mit belt ©cfjnittpunften feiner $olarc unb bc§ kreifeS fiitb jLatt = 
genteit. 



8 33. 

2el)rfai>. ©cv Jpalluneffev eiitco StrcifeS ift ba8 gcomctrifrtjc 
Sltittel gmifdjeu belt l?! b ft ft it be it grocicr gugcorbneteit $ote ootu 
IDiittclpu nfte. 

Seioctd. [ff-ig. t7.| flietjt ,mut butt cinem beliebigen $ititfte A ait 
ben Slrcies M bie bcibeit Xangcittcit AB unb AC, fo ift bie Qkrabe BO 
bie gu A geljbrige $ elate nad) $ 32, 2el)rf.; BC getjt alfo burd) ben jit 
A geljikigeu $ol F unb fteljt auf betn ©urrtjmcffer DE fcnfredjt. 9tit8 
$tnuim. S 105 ober 8 135 fotgt battit, bafj 

MB 2 = FM . AM. 

Mit met tying. <E)et ©aft folgt amt) ntiS § 30, 9. 

Sufatj 1. ®urd) jtuet iptofyaare auf bctfdjiebcnen SDurdjmeffern einc8 
Sreifeg liljjt fid) unmet etn SJretS tegen. 


4* 


i 
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$ol unb $oIarc. 


J)er SBetoeiS ergiebt fid) cm3 bent Oorljergcljenben fleljvfajje nnb auS 
ber IeicE|t inbireft ju beioetfenben Umleljrung Doit $piauim. 8 138, iictjrf. 2. 
[^rfigt man auf jtoet etnanbet fd)tteibenben ®eraben jc jwet ©trecfcu nom 
©djnittfmnfte au3. nad) berfelben ©eite i)ttt ab, nnb flub bin JKedjtecIc au$ 
ben Stbfdjnitten jebet ©eraben einanber gleicl), fo Itegen bie fvctcit (Sub* 
fnnfte ber abgelragenen ©treden anf einent $reife.] 

8ufa£. 2. Sober itreiS, nicldjcr 
burd^ gtoei fjiolc eilteS fcftcn JSreifesS 
gelegt toirb, fdjiteibct biefcn rcdjt* 
toinftig. 

S&elneiS. Sft in gig. 18 ber 
$urd)meffer A 4 A 2 bcS SfrcifeS (M) in 
B t unb B 2 JjarntoitifcT) geteilt nnb ( ■ 
ber ©d)nittfmnft eincS belicbigen burrt) 
B, unb B 2 gelegten $reife3 (N) mil 
bent feften ®reife (M), fo ift nad) bem 
MB t .MB 2 ; fotglid) ift nad) ber lint- 



Sig. 18. 


botberge£)enben Se£)rfa|e MC 2 
lebrung bon ipianim. § 138, 2el)rf. 3, MC Xangente an ben $reiS (N l, 
folgltcx) ift ^MCN = 1R unb NC Xangente an ben $rei3 (M). 


§ 34. 

Sebrfa^. ®ie SPoIare jebeS ?Pun!te8 einer ©eraben ael)t 
burcb ben $oI ber ©eraben. 



Setoetg. [gig. 19a unb b.] AB fet eine fefte ©erabe, C, ber 
K WiKtttJunae M eineS feften Strifes auf AB jcflBten 

SI* D P J“ ^ S? W ®' D > f“ ™ 

auf AB, D 2 ber bem $Punfte D d gugeorbnete 5PoI 
. ® f o1 ? betoiefett metben, bafc bie ifjolare be3 SJJuntteS D„ b. b. bie 
auf DjDj tn D 2 emtyete ©entente, burc§ C, geljt SMeS mirb ber gad 


5|5oI unb Relate. 
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fein, toemt Z C 2 D 2 M = 1R. S^acE) § 33, Bufajj) ^ if* C^DjD, cirt 
©eljnenbierecE; ba f enter Z D 1 C 1 C 2 = 1R, fo ift aud) Z D^jCj = 1R. 

gufafc 1. ©er $of einer ©eraben ift ber £mrd)fd)mtt§.pmtEt ber 
ffjotaren jtocier (ober nteljrerer) betiebigen ffGunEte ber ©eraben. 

.Bufafe 2. $er $o! jeber burd) eitten ffGunEt ge£>enbett ©eraben liegt 
anf ber ffjolare be§ ^GuntteS. 

3ufafj 3. Sic Rotate beS SDurdjfdjuittSfntnEteS gtueter ©eraben ift 
bie SSerbinbuugSgerabe ber fpote ber beiben ©eraben. 

StnmerEung. ©etuegt ftd^ bet ^uutt D t auf AB in ber Btidjtung bon 
C, nad) A, fo beroegt fidCj D 2 auf bem Sfreife fiber MC 2 at3 ©urdjmeffer, unb 
bie $olare be§ '^unites D, bretjt ftdj urn ben $ol C 2 ber ©eraben AB in 
ber entgegcngefefjten fRidjtung, nne ber gciger einer UEir. Unb umgeteljrt. 

SBcldjc SBetoeguttg madjt bie Rotate bon D 1( toenn AB burd) M ge^t? 

S 35. 

Sefyrfnf). Stile burd) einett beliebigen ffJuntt innerl)atb ober 
aufjerljalb eitteS ®reife§ getjenben ©eljrten loerbett burd) biefen 
‘'45 unit unb feiitc fpolare barmoitifd) gcteilt. 

SSorauSfefjuug. [f$ig. ‘20a unb b.] CD ift bie folate bcS ffSuitEteei B,. 

SBeljaubtung. E, , E 2 , B, , F l)armonifd)e fPuirftc. 



©ctueiS. ®a nad) SBoraudfefjuitg A[A 2 in B, unb B 2 ^arntottifc^ 
gcteilt ift, fo fiub E,A, ( E,A 2 , E,B 1( E,B 2 l)armoitifd)c ©traljlcit; ba 
fcrner Z. A, EjA 2 — lR, fo ift nad) § 27, 2 Z A 2 E,Bi = A 2 EjB 2 , 
folglid) aud) A 2 E 2 A^fr unb Z A 2 B 2 E 2 = A 2 B 2 Q (burd) Umbretjen 
unt AjA 2 uart^utucifcn); ba fdjltefdidj CD _(_ A,A 2f fo finb B 2 E 1( B 2 Ej, 
B 2 B lr B 2 F I)annonifd)e ©trafflcit, alfo E 1( E 2 , B t , F barmonifcfje fpunfte. 

gufaf). 3ft elite ©eljtte Ijnnuonifcf) geteitt, fo get)t bie $oIare jebe8 
ber beiben SCeilpunfte burd) ben anberen ieilfmntt. 
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!|}oI anb Spolare. 


§ 36. 

Slufgabe l. 3 tt cinetn f efieit SPunJte P in 33egug auf cinctt 
feften $tei§ M bie Relate ju geidjnen oI)ite SIntoenbung be8 
3txfel§. 




Stufliifung. [gig. 21a unb b.j 

SJiait ji elje burcf) P jtoei beliebige ©etabe, toelctje bett SSrctS in A, 
unb B t bej. Aj unb B 2 fcf)neiben, begeidjne ben ©djitittyunlt bon A, A 2 
unb B t B 2 mit C unb ben ©djnittyunlt bon A t B 2 unb AjB t mit D, bann 
iff bte ©etabe CD bie beilangte fpolare. 

3 um S5etoetfe begetdjne man bie f^unffe, in toeldjen bie ©etabe CD 
bie ©eraben A t Bj unb A 2 B 2 fdjneibet, mif E 1 bej. E 2 , bann tnirb in bcm 
OoHftdnbigen SSierfeit A l A 2 B 1 B 2 CD [CB 2 DA 2 B t A t in gig. 21b] nacl) 
§ 29, Seljrf., bie ©iagonale A 1 B 1 butcf) bie 6eiben anberen ©iagonalcit iit 
P unb E, unb bie 2)iagonaIe A 2 B 2 burcfi bie fieiben anberen ©iagonalcu 
in P unb Ea f)atmomfc§ geteiit; folglicf) gef)t nadj § 35, 3uf., ba A,B, 
unb A 2 B 2 ©e£)nen be§ ftreifeS finb, bie folate bon P fotool)! burcf} E, 
ate burdj Ej, b. f). bie ©etabe E t E 2 ober CD iff bie SPoIatc bon P. 

Slufgabe 2. Son einem $unfte aufjetfialb eineS SrcifeS an 
biefen bie beiben Xangenten ju Iegen of>ne SIntoenbung besS 
3itfef8. [Slufg. 1 unb § 32, 3uf. 2.] 

Sluf.gabe 3. 3u einer feften ©etabcn in Segug auf eineit 
f efieit SheiS ben $oI ju geic£)nen oljne SIntoenbung beS RirletS. 
[§ 34, 3uf. 1 unb § 36, Slufg. 1.] 

§ 37. 

Sef)tfa§ 1. SDer ©d^ nittf>unlt bet SHagonalen eineS ©ef)iten* 
bietecfS iff bet f^ol jut SetbinbungSgetaben bet ©djnitfjjunlte 
je jtoeier gegeniiberliegenben ©eiten beS ©e^nenbietecfS. 



5|}oI unb $olate. 
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IBetoetS. [gig. 21a.] A^BjBj ifi ein ©efynenbiered, P bet. ®utd)= 
jcfjnittBbunft' bet beibeit ©iagonalett unb CD bie SBerbinbungSgetabe bet 
©djuittyunlte je pjeiet gegeniibetliegenben ©eiten. SXtac^ § 36, Stufg. 1, ifi 
CD bie isolate bon P. 

SeE)tfa| 2. SBetut bie ©den eineS ©eljnenbietedS bie S9e* 
tiU)tung§bun!te eineS ftangentenbieredS ftnb, fo ift 

1) bet ©djnittpunft bet Tiiagonaten be§ ©eljnenbieredS bet 
$ot ju bet 83etbinbung§geraben bet ©djnittflpunfte je jtoeiet 
gegeniibetliegenbeu ©eiteu beS XangentenbietedS, unb 

2) bet ©djnittpunft bet ©iagonalen be§ SEangentenbietedg 
bet 5)Sol ju bet S3erbinbttng3getaben bet ©djnittpuntte je jtueiet 
gegeniibetliegenben ©eitcn beg ©eljnenbictedS. 



SSeiueisi. ['Jig. 22. | 

1) 9iad) § 32 ift A'C'*) bic folate p V nub B'D' bie Rotate p G, 
folglid) ift nadj $ 34, 3uf. 3, bie ©ctabe FG bie Rotate beS EiuxdjfdjnitteSs 
pimttcS E' bet SMagoitalen A'C uitb B'D'. 

2) Diad) § 32 ift A'D' bic Rotate p A unb B'C' bie isolate p C, 
folglid) ift nad) § 34, 3“f- 3, bie ©iagonale AC bie folate be§ SDutdj* 
fdjniitgpuntteS G' bon A'D' unb B'C'. ©benfo exgiebt fid), baft bie ®ia= 
gonale BD bie folate be8 ©urdjfdjuittpunlteS F' bon A'B' unb C'D' ift. 


*) ffite ®infionalen A'C' unb B'D' unb Ujt ©djntttbuntt E' feljten tn her ftlfltir.. 
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spur irob ^olare. 


golgtidj ift nad) § 34, guf. 3, F G' bie Rotate beg ©nrdjfdjuittgjnmfteg E 
ber Beiben ®iagonalen AC unb BD. 

fjufafr 2Bemt bie ©deit eiite§ ©efpenirieredEg bie ©erilljrunggbunfte 
eineg Xangenteubieredg ftttb, fo geljen bie ©iagonalen ber beiben SSictede 
burdj etnett fPunlt, unb bie $)iird)fdjmtt§f>untte je pjeier gegeniiberiiegen= 
ben ©eiten beg ©eljnenbieredg unb je pieier gegeuii6ertiegenbeit ©eiteit 
beS ftangentenbieredg liegen in einet ©eraben. 

©eioeig. [gig. 22.] Sftad) § 37, £et|rf. 1, ift ber ©urdjfdjuittgfjunft E' 
ber $iagonalen A'C' unb B'D' beS ©eljnenbieredg ber i|3oI p ber ©eraben 
F'G'; nad) § 37, Seljrf, 2, a, ift ber $Durd)fcIjttitt8Vun'£t E ber SMagonalen 
AC unb BD beg Sangentenbieredg ber fj}oI p F'G'; folglidj fallen E' 
unb E pfamnten. 

gerner ift nad| § 37, Set) rf. 1, F'G' $oIare p E' nnb nad) § 37, 
Sefjtf. 2, i , aud) FG fpolare p E', folglidj liegen F, G, F unb G' auf 
etner ©eraben. 


§ 38. 



Seljrfafj. (©a§ beg 
SBriandjon.) 3n jebem 
gentenfed)ged fdpeiben bie 
bret SSerbinbungggeraben 
je jtneier gegenfibertiegen* 
ben ©den einanber in etuem 
^Junlte. 

SBetoeiS. [gig. 23.] ©a 
AB bie ^olare ju A' unb DE 
bie ipolare p D', fo ift A'D' 
bie fpolare p N; ebenfo ift 
B'E' bie Rotate p 0 unb O'F' 
bie folate p P. ®a nun nad) 
bent ©afce beg $a8cal § 20 
FT, 0, P auf einer ©eraben 
liegen, fo utftffen nad) § 34, 
$uf. l, bie SfSolaren biefer brei 
$unfte burd) einett fftonlt 
geljen, ben iPol ber ©eraben 
NOP. 


§ 39. 
fibungeit. 

1. 2)te tyoU ber ©eiteu unb bie $)3oIcireu ber Eden eincS a) gletdjfcttigeit 
SDrcicdE^, b) Clunbrateg in SQe^itg mtf bcu einbefdjricbenen S?reig 511 fiitben. 

2. ©ie ^olnren ber Eden imb bic 5J5ole ber ©eiteu ehicS a) gleidjfeitigeu 
S)rciccfS f b) Oimbrateg iitSegug auf ben itntbefdjriebenen Srei§ burd^ Sfonftruftion 
unb burdE) SSeredjnmtg 511 finbcit. 

f 3. ®ie fJSole ber ©eiteu eiiieg g’lcidjfcitigen SDreiectS in 33cjitg auf eincit 
S?rei§, ber burd) cine Scfc gct;t unb bic gcgemiberliegeubc ©eite a) im 
bieruugSpiutfte, b) in bem einen Eubpnntte berut;rt, burd) Souftruttiou unb 
©ercdjiumg ju finbcn. 

4. 2ln ciucn Sreig fiitb gluci SEaugeuten gcjogcit. 3n ©ejug nuf biefcit 
Sreig bic ^fSote ber ©eiten beg ©retedg 311 fiitben, tueldjeg bon ben beibcu SEau<= 
genten unb a) ciuer britteit SEangentc, b) ber Sieruljrunggfe'fjne gcbilbet toirb. 

5. ©cgebeit ein 5)Jun!t P unb einc ©erabe p. Eg foil ber S?reig lonftruiert 
toevbcn, in Sejufl nuf tueldjeu p bie ^olarc 511 P ift, toemt gcgebrit ift a) ber 
cine ber bciben ©djiiittpimrtc (A) beg Sreifeg mit ber bon P nuf p geffitlten 
©eufvcdjten (PF). [®nrf AP = AF fctit?] b) ber SO^ittetpindt beg Streifeg. 
c) einc ©ernbe, nuf tocidfyer ber Sftittelpuuft beg SPvcifeg licgt. d) ber .fpaib* 
nieffev beg ®reifeg. e) eiu 5J}unft (A) beg Wreifcg. |jDic ©ernbe AP fdjneibc 
p in B, bnnn fud)c man 311 P, B, A beu 511 A gefjikigcu bierten Ijnrmonifdjen 
5|3uidt. § 35. | f) cine Stangente. p£)ic Unngcute fdjneibe p in A uub beriityte 
ben S¥reig in X; bie ©ernbe PX fdpieibe bcu Slrcig in Y uub p in Z. ®nmt 
ftiib AP, AZ, AX, AY bier tjarmonifdje ©trableit, bon beuen brei befmint finb.] 

6. Sft cine Edc cineg SDretcdg ber s $ol ber gegcmtbcrtiegenbcu ©cite in 
SBcjug auf ciuett feften ffreig, fo a) licgeu bic ^polc ber bciben nitbeveit ©eiteu 
nuf ber erften ©eite ober itpeer SSerlftugcruug. b) getjeii bie ^olarcu ber Oetbeu 
auberen Eden buref) biefe Edc. 

7. Sudjt man bon metjrcren 5J$uidteu eiticr ©eraben tiadj ciiicni SJreifc 
bie Jnngeuteu, fo fd)neibcu bic Seriitjruuggfelpteu chianbcr in eiueiu ^unftc, 
bem Spolc ber ©eraben. 

8. 3icl)t man bon eiueiu beliebigen s j>uutte ciucu Sofautc elucg $VreL{cg 
uad) bem Strife bie bciben Snngcntcu, fo ift bev ©dpiifctpuuft ber Sieriiljrunggs 
fetjuc uub ber bom SMittclpuntte auf bie erftc ©etante gefdtlteu ©enfrcdjteu 
ber s /|iot ber ©etante. 

9a. 3)tc ^olareu boit bier Ijarmomfdjen ^mitten in SJcjug nuf ciucu 
feften Sfrcig finb bier Ijnrmontfdje ©trnljteu. 

9b. £)ic ^otc bon bier Ijanitonifdjcii ©trnt)len tu 33ejug auf ciucu feften 
Srcig finb bier tjnvmouifdjc 5jjuultc. [§ 34, $n\, 2, $ 30, 11.] 

10 . £)ic gemcinfdjaftUdjc ©cTjuc jmeicr Sreifc, iocldje eiiiaitbcr rcd)b= 
tuinllig fdpieibcit, ift bic 'jpotnrc jebeg ber bciben 9Mittctpuu!te in SBcjug auf 
ben auberen Sfreig. 

11. Ciegen bie aJlittctpunfte beliebig bieter SJreifc, meld)e einen feften fecig 
redjtlbinJtig fdpieibcn, auf ciucr ©eraben, fo gcljen bic gemeiufcbaftlidtjen 
©etjneu biefer Krcifc uub beg feften ffrctfeg buref) bcu ?pot ber ©eraoeu. 
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12. 28enn *tt>ei SSreife einanber redjtnrinflig fdjueiben, Jo Wirb H’ber 
©urcfimefTer (C.C,) beg einen SJteifeS (M) burdj ben nnberen SctctS (Mjljar* 
monifd) geteilt (tn D 1 nnb D 2 ). [MD t . MD 2 == r 2 ; MD! : r =- r . MD 2 , 
(r + MDj) : (r — MDJ = (MD 2 + r) : (MD, — r).] 

18. Scnftruiert man ju einem feften fpunfte in Scjug auf einen feftou 
SreiS ben $oI nnb errid^tet auf ber SSerBinbungSftrede bet Bmbcu s 4SoIe pic 
SKittelfenfredjte, fo tft biefe bet geometrifdje Dvt bet SUiittclpitnEte aUet streife, 
toeldje butcfj ben feften Spurdt geljen nnb ben feften SreiS rcdjtiblnflig fdjuetbcn. 

14. Set ©djuittyuntt (0, gig. 21a) jnmer gegeniiberUcgeubcn ©eiten 
eineS ©eljnenbieredS ift ber Spot ber SSerBinbungSgeraben be® ©d)nittpwutoB 
(D) bet Beiben anberen ©eiten unb beS ©djnitttwnfteS (P) bet SDicigoitalcu. 
[©a nad) § 87, £ef)tf. 1, P ber fpol ju CD ift, fo geljt bie tpolarc ju C buret) P. 
Sejeidtinet man ben ©cEjnittpunft bon DP unb A t C mit P, fo flub C, F, A 2 , 
Aj fjarmonifdje Spunfte, folglid) gefjtnadj §35, Quf., bicipolare jitC and) biitd) F. 
golglidfj ift PFD bie $olare ju C. ©Benfo ift PC bie fpolare ju D.] 


15. S" iebent ©efjnenbiered finb bie ©djnittpunfte je jUicicr gcgeniiber= 
liegenben ©eiten unb ber ©(tjnitfyunft ber ©iagonalen bie ©den eineS ©rciedS, 
in n>elc§em jebe Ecfe ber 5pol ber gegeniiBerliegenben ©cite in SBejitg nuf 
ben bem $tered umBefdjriebenen SteiS ift. 


16. ©inb bie ©den eineS ©eljnenbieredS bie SBcru^rungSfJunftc ber ©eiten 
eine® SangentenbieredS, fo ift a) jebe ©de beS SEangentenbieredS ber fpol einer 
©eite beS ©eljnenbieredS. b) ber ©urdjfdjnittSpunft je jineier gcgeuiibcv= 
liegenben ©eiten be§ EangenienbieredS ber fpol einer ©iagonalc beS ©et)ncn« 
nieredS. o) ber SnrdfifdjnittSpuidt je jtoeier gegeniiberlicgcnbcu ©eiten be® 
©eljnenbieredS ber tpol einer ©iagonale beS SEangentenbiercdS. d) jebe ber 
Beiben ©iagonalen beS ©angentenbieredS geljt berliingert burtb ben ©cl)nitt= 
pun ft jjioeier gegeniiBerliegenben ©eiten beg., ©eljnenbieredS. (®enn nact) c) 
ift in gig. 22 BED bie fpolare ju F'; nad) UBung 14 ift nBcr and) bie SBcr* 
BinbungSgerabe EG-' bie Spolare ju P'; folglidjj liegen B, E, D, G-' nuf einer 
©eraben.] e) bie ©djnittpunfte je jioeier gegeniiBerliegenben ©eiten beS ©eijneu 
bieredS nnb bie ©dtinittpuntte je gtneier gegenitberliegenben ©eiten be® 5Enn= 
gentenbieredS finb Ijannonifdfje ipnntte. 


4. Iretepoteitjen. 

§ 40. 

ffirflfirung. Unter ber S|3oteng eineS feften fpunfteS itt SBepg auf 
einen feften SreiS berftefjt man nadj fpianim. § 138, guf. 2 unb ffirtl. 2, 
ba§ fonftante SProbuft anS ben beiben SlBfdjnitteit, fteldje auf jebem buret) 
ben fpunlt gefjenben ©tratjle burd) ben SitreiS Begrenjt toerben. ' 

Se nadjbent ber fpunft fidt) auler^alb ober innerfjatb beS JheifeS Be= 
finbet, liegen bie 2I6fd)mtte eineS jeben ©traces auf berfelben ©eite ober 
auf entgegengefefcten ©eiten beS fPunfteS. 9Jtan fa%t bie Stbfc^nitte im 
erften gaUe alS gleidjarttge, ira 5 to eiten alS entgegengefe^te atgebraifdje 
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©rAjjen auf; fofgKdj ifi bag sprobuft aug ben 91bf<$nitten pofitib ober 
itegatib, je nacljbem bet fpunft aujjerljalb ober innerljatb beg SSreifeg liegt. 

gofgerungen 1 . gilt eaten ffhtnlt aujjerfjafb etrte§ Kteifeg tft bie 
^otcus in SSeancj auf biefen SSteiS fmfitib; je mef)r fid) ber $unft bem 
iDHttcfyuufte nfiffert, befto fleiner toirb feme ifSoteng. giir einen $unft be§ 
MvcifcS ifi bie ifSoteng gfcid) 9M. gflr einen flknft innerljalb beg Sfreifeg 
ifi bie ifSoteng ncgatib; fie toirb um fo fleiner (ber abfofute SBert unt fo 
grAjjer), je mefjr fid) ber $unft bem SDttttefyunfte ndtiert gfir ben SKittel* 
f)unft fcfbft ift bie SfJoteng gfeid) bem negation Duabrate beS fftabiug. 

2. giir einen fpunft aufjctljatb eineS Sreifeg ift bie fJSoteng in SSegug 
auf biefen Xfrcig glcidi bem Duabrate ber bon itjm an ben Streig gelegten 
SCangente; fiir einen 5f?unft inner tjalb beg JSreifeg ift bie tpoteng gleidj bem 
uegatiben Duabrate ber fatten fteinfieit ber burd) ifjn getjenben ©ef)nen. 

fietjrfa^. S)ie fjSoteng eiueg jcben $un!te§ in SBegug auf 
einen Xfrcig ift glcid) ber ©ifferettg aug bem Duabrate feineg 
Wbftanbeg bom SDHtteffninfte unb bem Duabrate beg SRabiug. 




Stetoeig. Sit gig. 24 a ift bie i)3otcng beg 5|Sunfteg P in Siiegug auf 
belt Xfrcig (M, r) 

PT 2 = PM 2 - MT 2 = a 2 — r*. 

Sit gig. 24b ift bie XPoteujbcg jpuuftegP in SSegug auf ben Xtreig (M,r) 
— PS 2 = - (MS 2 — PM 2 ) = — (r 2 — a 2 ) = a 2 — r 2 


8 41. 

ii e l) r f a (j. Dcr gcomcttifdjc Drt after SPunfte, toefdje in SBegug 
auf gtoci .Xfrcife gteid)c fpotengen Ijabcn, ift eine ©enfredjte gut 
SJHttelpiinftggcraben ber beiben Sfreife. 

SSctoeig. 3ft P cin fpunft, ber in SSegug auf gtoet fefte Sfreife (M t/ r t ) 
unb (Mjj, r 2 ) gteidje ffSotengcn t)at, unb begeid>net man bie Sibftftnbe beg 
flSuntteg P bon M t nub M 2 beg. rnit a, unb aj, fo ift nadj § 40, Sefjrf., 
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©ie ©ifferenj ber Quabtate bet SC6ftanbe beg tpunfteg P Don ben ficibeti 
feften SKittefyunlten M t unb ift alfo Honftant. ©ie tBeljiauptung er= 
giebt fid) batjer aug § 2. 

©rflfttung. Sen geometrifdjen Drt aUet Spunfte, ttelcfje in ®ejug 
auf jtoei Kreife gtetc^e iBotenjen ljaBen, nennt man fpotenjgerabe obet 
©I) otbale bet Beiben ®reife. 

golgetung. ©ie iPotenjgexabe jmetet SSreife ift einc ©enl* 
xedjte gut aftittelfmnltggeraben bet Betben Sheife. 3Ran ettjfift 
biefelbe, mean man bon einem beliebigen Spuntte, bet in Sejug auf bie 
Betben Kreife gletcfje 5f?otenjen bat, auf bte SDZittelpunitggerabe bte ®ent= 
recite fftHt 


§ 42. 

$ufii§e. i. ©ie Spoteuggerabe gtoeiet einanber bon tnnen obet bon 
■aufcen Betiiljtenben ®reife ift bie gemeinfctjaftlidje ©angente im S3eriif)tungg* 
punfte. 

2. ©ie ^potenjgerabe jtoeier einanber fdjneibenben Kteife ift bie buret) 
bie Beibert ©djnittfiuttfte bet 5h:eife geljettbe ©exabe. 

3. ©ie Spotenjgerabe gtueier Sfreife, bon beneit bet eine gang auijct* 
[)d6 beg anberen liegt, Iiegt gtotfetjen ben Beiben Sreifen. [(SrgieBt fid) auS 
ben S3orgeic§en bex SPofenjen.] 

4. ©ie ijBotenjgerabe gtoeier Sfreife, bon benen ber eine gang inner* 
ljalb beg anberen Iiegt, Iiegt aufjertjalb Briber SSreife; fie fdjneibet bie 3Set=> 
liingetung ber 9Jtittefyunftgftrecfe iiBer ben SJlitteljmnft be§ Heinereit 
SSreifeg IjtnauB. 


§ 43. 

Sef|x[a|. ©ie ipotenggeraben breier $reife, beren 5KitteI= 
punfie nidjt auf einet ©etaben liegeit-, fdjneiben einanber in 
etnem ipunfte. 

SPemeig. ©djneiben bie 5)Sotenggerabe beg erften unb gtoriten Streifeg 
unb bie ^Botenggexabe beg gtneiten unb bxitten SJreifeS einanber in einem 
SPuntte P, fo ftnb audj bie spotengen beg tpunfteg P in SBegug. auf ben 
erften unb britten SEteig einanber gleid), P muf) alfo audj auf ber SPoteng* 
getaben beg erften unb britten SreifeS Iiegen. 
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SrEliirung. &et ©d)nittpunft ber brei spotenjgeraben breier Stretfe 
[jei^t bet ^poteusTnittelpunft (bet (^orbatyunft) bet btei SEreife. 

?lufgabc 1. 2)ie ifJotenggetabe gtoeier einanber nid^t f net* 
benbm SEtcife gu fiitben- 

Stuflflfuug. SJJart geidjnet eaten betiebigen britten Steid, toeldjet bie 
beiben feften Sreife fdjneibet, unb beffen Hftittetpunft nid^t auf ber 5KitteI* 
punftdgerabcn ber beiben feften SErcifc liegt, gieftt bie beiben gerneinjc£)aft= 
tidjeu ©elpten unb fiiUt bom ©djnittpunfte biefer ©eljnen ober il)ter SSer* 
■Ifingeruugcn auf bie •DtittelpunEtdgerabe ber beiben feften Sreife bie @enf= 
recite. S)aun ift biefe ©citEredjte bie gefudjte sjJotenggerabe. Ober man 
fdjneibet bie beiben Streife burd) gttiei beliebige ®teife, beren SJtittelpuntte 
uid)t auf ber ffiiittelpunltdgcrabcn ber beiben erften Sreife liegen, beftimmt 
bie ©d)uittpuu!tc ber g emet n f ctj af tlicE) en ©eljnen bed 1., 2. unb 3. SEreifed 
mtb bed 1., 2. unb 4. Stcifed uitb nctbiitbet biefe beiben ©djnittpunfte. 

9tufgabc2. $u etnem feften SEreife unb etner feften ©eraben 
citteit SEreid gu geidjnen, fo baft bie fefte ©erabe bie ifJoteng* 
gerabe ber beiben SEreife toirb. 

9tuflofung. 2Jiau fdjncibc ben feften SEreid burd) einen betiebigen 
JErcid, gicftc bun bem ©djuittpunfte bet gemcinfd)afttid)en ©efjne ber beiben 
Jireife mit ber feften ©eraben nad) bem gmeiten $reife eine beliebige 
©elaute unb gcidjne ben SEreid, ber burd) bie ©ctjuittpunfte ber ©efante 
mit bem gmeiten Jitreife getjt, unb beffen 9J?ittclpunft auf ber bon bem 
SDiittelpunfte bed feften Streifed auf bie fefte ©erabe gefaUten ©enfredjtcit liegt. 

SEBie bielc Sreife erfttilt man? 


§ 44. 

iieftrfaft. ©er geometrifdjc Drt ber SJtittelpunfte alter Streife, 
toeld)c gtoei fefte Krcifc redjtminflig fd)neiben, ift bie SfSotenj* 
gerabe ber beiben feften ffireife, fotoeit fie auftcrljalb ber beiben 
Sfteifc Ocrtduft. 

©ctocid. 3ft M ber SJiittelpunlt eined SErcifed, toeld)er -poet fefte 
SEreife M, nub M 2 redjtminflig fdjneibet, unb begeidjnet man ben einen ber 
beiben ©djnittpunfte ber SEreife M unb M, mit T t unb ben einen ber beiben 
©djnittpunfte ber SEreife M unb M 2 mit T 2 , fo flub MT t unb MT 2 Sian* 
gcttteit an bie SEreife Mj beg. M 2 unb aid Stabien einanber gfeidj. f$oIg=- 
lid) ift M cin fpunft ber ffSotcnggcraben ber beiben feften SEreife. 

Umgeteftrt ift teidjt cingufcljen, baft jebet beliebige S^unft ber i^oteng* 
geraben gmeier feften SEreife, fo toeit fie aufterljalb bet beiben SEreife toerlfiuft, 
ber iDfittetpunft eined SEreifed ift, toeldjet bie beiben feften SEreife redjt* 
minttig fdjneibet. 
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3ufa|. SBenit jtoet Strife Don jtoei anbercn ftreifeu rectyttoinflig ge= 
fcfmitten toerben, fo ift bie Spotenjgerabe beg einen SPaareS bie ^ittclpunfta« 
gerabe beg anberett $Paate& 



3-ig. 25 . 


§ 45. 

Seljrfafc. SBerben jtoei ®reife bon eiitem britten M'rcife be* 
fo liegt ber $PoI ber $Potenjgeraben ber bcibeu erfteu 
iticetfe msoegug auf ben britten ftreig mit ben beiben©en'il)rungg r 

(mnften anf cinev ©erabeit. 

53etoetg. [gig. 25.] ®ie Sangentcu 
an bie beiben erften SJreife M t nub M 2 
in ben 9}ertlf)rungg:punften B, mtb B 2 
mit bem britten Sreife M fctjueibeii ein= 
anbet in einem Spunfte A ber fJJotcnjj 3 
geraben bon M, nnb Mj. ©a A ber 
?PoI ju B, B 2 in SBejug auf ben .ft'rcig 
M ift, fo ntujj ber $Pot P ber fPotcn,v 
geraben in 8qug auf M auf B,73. 2 
Itegen. [§ 34, 3uf. 2.] 

§ 46. 

fibungen. 

1. SBie berf>alten fief) bie fpotenjen after Smifte be§ einew hm, 
fonaentrifcben Sreifen in SSejug auf ben anberen? " U b0 " 8 ' UU 

Drt ,« tajtafaen, £ 

<*■*4 & stflr * unit •“ 

Stand? S fm«» t Hi“ n btt‘fekten ISjaffl*"" 1 " 8 5. ®W «f 
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7. ®ic bon eincnt beliebigen $imlte bet ffSotcnjgcrabcu gtucier feften 
$reifc, fotoeit fie aujktljalb bet betben Sfreife berlduft, an bie beiben SPreife 
gelcgteu Sfcangenten fiub einanber gleidj. 

8. Stuf a) einet feften ©erabeu, b) cincnt fcftcu SPrcifc cincn ffiuutt ju 
fiuben, fo bap bie bon iljm au jttei fefte SPrctfe gelegteu Sangenteu gletdj 
iaug fiub. 

9 . Eincn Spuutt 311 fiuben, fo bofi bie bon iljm au btei fefte SPrcife ge* 
legteu STnngenteii glcicf) lang fiub. 

10. ®ic burdj einen belicbigeu tyrnlt bet $Poteu 3 geraben jtbeier feften 
XBreifc, fotoeit fie imterljalb bet beibcit Strife bcrtftuft, gelcgteu Iteiuftcii Sct)neu 
in beiben SPreifcu fiub gleidj lang. 

11. 3ebet fpuntt bet fjSotcnjgerabeu giucicr eiuaubet fdjneibcubcn SPreife, 
fotoeit fie iuuerljalb bet beiben SPreifc berliiuft, iff bet SRLttclpunlt ciueS SPreife£, 
toetdjcr bon febem bet beiben ctftcu tu ben Subpuutteu ciiteS ®itrd)iuc[fer# 
gefdjnitteu toirb. 

12. ®ie fpotenjgerabeu meljretcr S¥rcife , beteu SJiittclpuuItc auf cuter 
©erabeu liegcu, fiub enttoeber parallel ober faUeu in cine ©evabe jufammen. 

13. Saffcu jtoei ^otenjgerabe btetet JPrcifc jufammeu, fo fflllt ruidj bie 
brittc fpoteitjgerabe mit ben beiben erften jufammeu. 

14. ®ie ^otcnjgcrabe jtoetcr SPreifc t)albiert bie gemeiufd)nftlid)cu ®aii* 
geuten beiber Sreifc. 

15- ®ic bier .fpalbievungSp unite bet gemeiufdjaftltdjeu 3augenteu jtoeiev 
Shrcifc tiegeu aitf ciuer ©erabeu. 

16. 93cjctd)uet man bie ©ntfernungen bc£ Gdjmttpunftetf F ber ^otenj 4 
gerabeu unb ber SJtittdpuuftSgcrabeu junior SPreifc (M Jf r,) uub (M. J# r.,) bon 
ben SMittelpunltcn mit e, ltitb c 2 , fo ift 0 , 2 — c 2 ‘ 2 = r. 2 — r. 2 ‘ 2 . 2iSa§ ev* 
giebt fid) l)icrau3 flit bie Cage bc3 ©dpiUtpuuEteS F in a3cgun auf bie beiben 
SRittclpimltc uub itt 93c jug nuf bie beuadjbartcn ©djuittpuuttc ber SPreifc mit 
ber SftittctpuiiItSgerabcii, menu a) r, = r 2 ? b) r { > r . 2 V 

17. 22ic grofi fiub bie ©trccfeit c, uub c. 2 ber Ubuug 1GV |2iegt ber 
s ^untt F jtoifcljcit M, uub M. 2 , fo ift (1) c, -|- a 2 c, menu c bie SJiittcl- 
pmittsftrcctp bebeutet, mib (2) c, 2 — c./ 2 — - r, 2 — r >2 2 .fuemu£> ergiebt fid) 


= i 0i + 


uub a., t=-, . 1 . c 


SJiogt F auf ber ftSerlitugeruug non M,M. 2 fiber M. 2 IjiuauS, fo ift 


(1 ) Cl, — c. 2 = c unb (2) a, 2 — c./ 2 — r. 


* — v.. 2 1 


18. ®ic ^oteujgerabe jtocicr toiijciitrifdjcn SPreifc liegt in unenbUdjer 
©utfenumg. 

19. fflJcnu jmei einanber fd)ueibenbc SPreifc bou cincm britteu M'tcife be^ 
riif)rt merbeu, fo fdjneibeit bie gemeinfdiaftlidjc ©el)ue bet bcibcu erften Strclfc 
unb bie burd) bie iiieruljruugSpuuItc gelcgteu SCaugenteu bcB britteu Sfircifefei 
einanber in cincm ffj unite. 

20. SLct)t man bon einettt belicblgcu ^uitlte ber ^otenjgerabcu jmcict 
feften SPteife au }ebcu bcrfelbeu etne Sangcute, So ift ber ©djjuittpunlt ber 
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beiben SerfiljrungSrnbien ber SKittelpunEt eiiteg ffiretfeg, loeldjcr bie beiben 
feften ®reife berfiljrt unb gttat in ben SBerfiljriatgSpunEteH ber beiben feften 
Srctje mit ben beiben ©angenten. 

21. ©er fpotengmittelpunEt breier Shceife if! hex SftittelpuuEt rine§ SrctfcS, 
melcljer entioeber aECe bret Sretfe redjtbnnEtig jdfjneibet ober bon alien bret 
Sreifen in ben EnbpunEten eineg ©urdEjmeffer$ gefdjjnitteu trnrb, Jc itadjbem 
ber SPotengmittelpimft aufterljalb ober inner^alb ber ®reife licgt. 

22 a. ©ie Spotenggerabe eine£ SreifeS uub eine§ ?Punfte$ ift bie SDiittcf* 
fenfrectjte be£ SibftanbeS be§ 5)3unfte§ bon feiner SPoIare in ffiejug auf ben 
®ret§. [©etjt ber eine bon gtoei SSreijen in etnen Spunft fiber (i’lbung 6), fo 
ge^en bie gemeinfd£)aftlic§en ©angenten an fieibe ®reife in bie beiben ©angenten 
bon bent SfJunEte ait ben anberen SreiS fiber.] 

22 b. ®ie Spotenggerabe gtteier ^Sunfte ift bie 5DtittelfenEred£)te be§ SlbftmibeS 
ber beiben Spunlte. 

22 c. ©ie Spotenggerabe etneS^reifeg unb enter ©eraben if! bte©erabe felbft. 
[SDtan betradjtet bie ©erabe al$ ©renge, tnelc^er fidE) ein SreiS mit unbefdjrnnft 
guneljmeubem 9tabiu£ nft^eri] 

22d. ©ie Spotenggerabe enter ©eraben unb eiite§ SjSuixfteg ift bie©erabc felbft. 

23. ©te bon etnem beliebigeu SPmtlte ber Spotenggeraben euteS feften ,@reife8 
unb eineg feften SpunlteS an ben KreiS gegogenen ©angenten unb ber Slbftaiib 
biefeS SpunlteS bon bent feften SPmtlte finb einanber gleicfj. 

24. 9Iuf a) einer feften ©eraben, b) einem feften ffireife einen SPunEt gu 
finben, fo baft fein SIbftanb bon einem feften SpnnEte gleicf) ben bon Ujm nn 
einen feften ®rei§ gelegten ©angenten ift. 

26. ©ie brnt einem feften Spunfte an einen feften SfreiS gegogeneit ©ait* 
genten roerben burc§ bie Spotenggerabe be§ ®reife3 unb be§ SPunfteS ftatfiiert. 

26. Etnen SPunEt gu finben, fo baft bie bon iJjtn an gmei fefte ®reife gc* 
legten ©angenten gleidj fetnem Slbftanbe bon einem feften Spunfte finb. 

27. Einen SPunEt gu finben, |d baft bie bon it)m an einen feften $?rei£ 
gelegten ©angenten gleidfj feineit Stbftiinben bon gtoei feften SpunEten finb. 

28. Cegt man an gtoei fefte ®reife bte beiben aufteren gemeinfdjaftltdfyen 
©angenten unb bon etnem feften Spuufte an Jeben ber beiben ®reife bie ©angenten, 
legt burd) bie £jalbienmg3ptm!ie jebeS ber bret ©angentenpaare bie ©ernbe, 
fo fcfjneibeit biefe brei ©eraben einanber in einem SpunEte. 

29. fiegt man an gmet fefte Shreife bie beiben ttufteren gemeinfd^aftltdjen 
©angenten, legt bon etnem feften SpunEte be§ einen SteifeS an ben anberen 
®refe bie beiben ©angenten, legt burd) bie ^albierungSpunfte iebe§ ber beiben 
©angenteupaare bte ©erabc, fo fd)netben biefe ©eraben unb bie ©angeitte an 
ben erften fflreiS in bem feften Spnnfte be^felben einanber in etnem SpunEte. 

SO. fiegt man bon febem bDn gtoei feften 5punEten an etnen ®tei§ bie 
©angenten, legt bitrdEj bie ^albierungSpunfte jebe§ ©angentenpaareg bie ©e** 
rabeu, fo fdjnetbeit biefe beiben ©eraben unb bie 3KitteIfen!red)te ber aSer^ 
binbungSftredEe ber beiben fpunfte einanber in einem 5punlte. 

31. ©te Spotenggerabe eineS feften ®reife§ unb etne£ feften ^hinfteg ift 
ber geometrife^e Drt bet 3KitteIpunIte alter ®reife, toelc^e ben feften Sreig 
redjtftuuHig fdtjnetben unb burcb ben feften Spunft ge^en. 
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32. Eiuexx $rci§ 511 tonftruieren, ttieldjer a) brei fefte Srexfe redjtttmxflig 
fdjucibct. b) jjuei fefte Sreife redjttoinllig fdjneibct uub biitdj eineix feften 
s 4 $un!t gel)t. c) cincn SveiS redjtftiinflig fdjneibet uub burtf) gruei fefte Spuulte geljt. 

33 a. SBenn gtoei fefte Sfrcifc (M, uub M^) einember beritfjreix, fo tieritljrt 
lebet SJrciS (M), lurid) cr bic beiben feften Sreife rcd)tn?mflig fdjneibet, bie 
SRittclpunltfcgcvabe ber beiben feften SSvetfc im Seruljrimg&pmtfte biefer SSxeife. 
[M tiegt auf ber ^oteuflgcrabeu Don M, imb M 2 , ber ©djuittpuult biefer 
^otcujgcrflbcn uxit ber ©eraben M^., fei F, ber SrciS M fcliiieibe ben JjfreiB M, 
in etnein ^uuftc T lf bamx ift MT, = MF.] 

33 b. SESexxu ^luei fefte Strife ciitmxbet fdjueibcit, fo trifft febeu SfreiS, 
luridjer bie beiben feften Strife rcdjtnrinHUj fdjneibet, bie SJiittclpuixKSgernbc 
ber bcibcu feften Strife uidjt. [MT, 2 =MM, 2 — M,T, 2 ; MF 2 — MM , 2 — M x F a ; 
M,T, > M,F; folfllidj MT, < MF/| 

33 0 . SBeim jinci fefte Strife eiuaubev tocher bcriiljren, nod) fdjueibcu, fo 
fdjneibet jeber Svci§, torfdjev bie beiben feften Strife redjttoinftig fdjneibet, 
bic SDtittclpuuftSgerabc ber bcibcu feften Strife in jtooi feften ^unfteu. 


5. 3U)nlid)keit0|mnktc nub -ftrnljlcu. Bic firriiljrHitgijnitfgitkrit 
bee ApollouittB. 

S n. 

Refill vn ihv ittefdireibt ciu ^uutt A duo (fjcvatic ober fnimine) iiiuic 1, 
uub beftimmt man auf ber IkrbhibiiiigSficraben eiiiefl feften finite I* 
mit bem ’i'm'tte A cineii ffSuuft A' fo, baft PA : PA' = m : n, fo bc= 
fetjrcibt bev ^imtt A' cine Siiuie 1'. Sc iniljev ber ^uutt A bem ^mifte P 
riictt, befto inetjr ndljcrt fict) and) ber ffSnutt A' bem ‘‘Jiuittte P, uub fa (It A 
mil P gttfammcit, fo riieft and] A' in P Ijincin. 

'iikiiu ,’,uiei fefte (gcrabe ober trumme) iiiiticit (I uub ]') fo befdjaffcn 
finb, bafi, menu man non cinem feften ffJuufte (P) unci) iljitcu ©traljlcn 
;,iel)t, je fttuci cntfpredjeube Wbfdjuitte auf jebem biefer Stridden (PA, unb 
PA.,', PA 2 unb PA 2 ', PA., uub PA ; ,'...) in cinem feften ilkrtjaltniffe (m: n) 
ftetjen, fo Ijeiftcit bie tieibeu iiiuicit fit) utid) nad) biefem Xkrbdttuiffe (m : n), 
uub man fagt bon iljnen, baft fie fid) in ®egitg auf ben feften SPunft in 
al)it(irf)er iiatjc befiuben. 'Bcvtcidjc ffSlaiiim- § 13G, ?litf{j. 4 , Slum. 
Der fefte ’ifJuuEt Ijcifd ber tftljnltdjJcittfpunEt uub bie buvd) itju geljeu 
ben (Mevabeu fll)nHct)!citsiftrat)lcn. Sc gtoci ^miEte ber bcibcu feften 
iiinicn, metdje auf bemfclbcn fUjutidjteitSftratjte liegeit uub auf biefem 
jn>ci in bem feften s -8ert)dttniffc fteljcube Slbfdjuitte bcgrcngcu, lieunt man 
entfpredjenbe S|5uu £te. ®ie ikvbiubuugisftvccfc gmcier ffSnufte einev 
feften iiiuie uub bie SLkrbinbnitgoftrecfe ber bcibeit biefen fjiunftcu cut* 
fpredjcnbcn ffSunttc eiucr fUjutidjeu uub fibntid) liegeubeit feften Suite tjeifjcn 
entffjredjeitbc ©treefen. $>er 3U)iiIid)feit8punft tjeifct ftufiercr ober 

XrlnouometTle, llnt«rl)eltiiufl. G 
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inneret SSnjnlidjleitSbuttlt, je nadjbent et* bie SSerDtubiuiflSftvctfc ^lucicr 
entfbredjenben ^untte aujjen ober iititett in bent fcftcit 58crl){iltuiffc teilt. 
3nt gteieiten gaEe fagt matt, baft bie dljnlicfjen Sinicn nnigctcl)rt a I) it lid) 
liegen. ‘Sit beiben fallen fagt matt auc£) bon ben beibctt fcftcit Sittien, 
baft fie ftdj in fjerfbeltibifdjer Sa ge.beftnben, 

Stufgabe. $u £ iner f £ fteu (geraben ober frumnten) Sinie itt SJcjttg 
auf einen feften ipunft eine dE)ttIicf)e unb a) filjnlid), b) uingcfel)tt filjnltd) 
liegenbe Sinie ju jeidinen nad) einetn gegebenen SSerljdltniffc. 

§ 48. 

fjolgerungen. 1. ®ie einer feften ©eraben in 33ejttg auf citteit 
feften 5)3unft ftljnlidie unb dljnlidj ober umgeleljrt dljnliclj liegenbe Stttic 
ift ebenfaES eine ©erabe. 

2. ©ie einem feften regetmftfjigett SSielede in S&ejtrg attf eittcit feften 
SfSunft filjnlid)e unb SIjnltd} ober umgetetjrt ftfynlidj liegenbe Sinie ift cben* 
falls ein regelmfifjigeS SSietecf. 

3. ©ie einem feften ffireife in 33ejug auf einen feften ipuittt filjulidji' 
unb fit)nlid| ober umgeleljrt iiljnlid) liegenbe Sinie ift ebeitfaQS citt Sh’eiS. 

4. Side entforedjenben ©treden finb parallel unb ftefteit in bent fcftcit 
35erf)filtniffe. 

5. SUIe entfpredjenben SBirtfel finb gteid). 

6. $ljnlid)e SBietede laffen ftd^ ftetS in afynlidje ober in umgcfcljrt 
ct^nlidie Sage bringen. 

7. ffienn jtoei atjnlicfje regelmdfige SBielede bon geraber ©eitettjaljl 
in afjitlic^er Sage liegen, fo liegen fte jugleid) in itmgefefjrt fit)nlid)er Sage; 
fte t»aben balder einen aufjeren unb einen inneren St)itlid)leitg^unlt. 

§ 49. 

Sef)rfa|. ©ie buref; bie ©nbjiunlte fe jtneier parallelen unb 
gleidigeridjteten SRabien jtoeier ftreife gelegten ©eraben fd)ttei» 
ben einanber in einem ifhtnfte ber SDtittelpunltSgcraben unb 
teilen bie SKitterpunftSftrecEe aufeen im SBerlffiltniffe ber beiben 
Sftabien. ®ie burd) bie ©nbfmnlte je jtoeier fiarallelen unb ent= 
gegengefefct gerid|teten SRabien jtneier $reife gelegten ©eraben 
fdjneiben einanber in einem $unlte ber SKittelpunltSgeraben 
unb teilen bie 3ttittelf)unft3ftrede innen im SBerljfiltniffe ber 
beiben Stabien. 

SetoeiS. [Jig. 26.] ©inb MjP, = r t unb M 2 P 2 = r 2 jtoei |tar= 
allele unb gleid)geridjtete SRabien, r t <r 2 , fo teilt bie ©erabe P,P 2 bie 
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SQftittetpunltefirecte M t Mj tm ^untte A aufcen im SSer^&Itnifl e r t : i 2 . 
©tub unb MjPj' jtoei anbere paraMe unb gleicf) gertc^tete fftabien, 

fo teitt aucl) bie ©erabe P t 'P 2 ' bie iDiittelpunlteftrede M t M 2 aufjen tm 
SJerljfiltuiffe r 2 : r 2 . £5olgtid| muj} biefet ieitpunft, ba et mit A auf 
bet aSevtatigcnmg bon M ( M 2 ilber M x ljittciug tiegt, nadj fptanim. § 120, 
?lnm. 2, mit A jufammcnfallen. 



Slfl. 26. 


©benfo teilen bie ©eraben P t Q 2 mtb P,'Q 2 ' bie SDiittelpunlteftrede 
Mj M 2 imtcrt im SSerljdttniffe r, : r 2 unb jmar jo, bafe bie ©cilpunlte naijct 
an M, tiegeit, atfo miiffen biefe ©etabeit ttad) SJSlanim. § 120, ?tnm. 2, 
M,M 2 in bemfelben Spuitfte J fdjneiben. 

gufaf}. ©ie ‘Jtbfdjnittc bet burd) bie ©itbpunlte jmeier paraHelcit 
unb gleidjgeridjteten obet jmeier paraQetcu unb entgegengefeftt geridjtetcn 
SJiabicn getegtcn ©eraben, gcredjuet bom ©djuittpuntte bet ©eraben mit ber 
SDiittclpunltegcraben bie ju ben ©nbpunlten ber Stnbien, Dertjatten fid) roic 
bio beibcit fficibieit. AP, : AP 2 = JP| : JQ 2 = r t : r 2 . 

S 50. 

ficlfrfaf}. (Umlefytuttg.) ©eilt man bie Sftittetpunlteftrede jtoeier 
beliebigcn Jffi r c i f e im SScrljftltniffe ber beiben Sftabien Ijatmonifd) 
unb flluctr fo, baft bie ©eilpunitc ndtjer am StJiittelpunlte be§ 
fleiuercu Xtrcif eS liegeit, unb aicl)t burd) ben eineit ber beibcit 
©cilpunlte eittc beticbige ©elante, fo fittb bte fftabien nadj je 
jmci entfprcdjcnbeit ©djnittpunlten parallel, unb bie auf ber 
©elante burd) je fttoei entfpredjenbe ©djnittpunfte bcgrenftten 
Stbfdjnittc berljalten fid) foie bie betben Sftabien. 

3 it f d (3 c. 1. 3 luei Strife befinben fid) ftete in dtjrtlic^er unb umge* 
tetjrt Aijnlidjer Sage, ©ie bciben $unlte, in toeldjen bie SOhttelpunftSftrede 
im SSerI)<iltntffe ber beibcit fRabiett Ijatmonifdj geteiti toirb unb stoat o 

5* 
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bafj bie ©eilputtfte natjer ant SDKttefyunlte beg fleinerctt SBrcifeg licgett, fittb 
ber inhere uttb ber inttere $Cf)nIid|!eitg.punEt 

2. ®ie ffufjeren gememfdjaftlid)en ©artgenteti gtoeier SJrcifc fdjueibcit 
bie -Illittetfiunftggerabe tm cLufjeren, bie inneren gemeinfcf)aft(idjeu ©aitgentcn 
int inneren &f)nlt(f)fettgputtfte. 

3. Sebe burd) einen ber beiben SStljnlidjleitglnmfte gtoeier Strcife an 
ben einen $reig gelegte ©angettte beriiljrt audj ben attberm SfrciS. 

4. ©eriHjren gtoei SSretfe etnanber bon aujjett, fo ift ber SBcriiljrungg* 
punft ber innere fejnlidjfeitgpunft. S5eriif)ren gtoei Slreifc chtaitbcr bon 
imten, fo ift ber Seriifjrunggpmtft ber fiuftere tl)nlid)teitsjjimft. Sicgt ber 
etne $retg gang aujjerljalb beS attberen, fo Itegeu bte Bcibcn $t)itlid)fcitg* 
bunfte aujjerljatb ber beiben Sreife. Siegt ber etne SteiS gang iuncrljalb 
beg anberen, fo liegen bte beiben $tt)nlidjleitgpunfte iitncrtjalb beg Hcinercu 
ffiretfeS. ©ie ^ntidjleiigpurtEte gtoeier Eongentrifdjen Sheife fatten in ben 
3KitteIfiunft. ©dineiben gtoei ®retfe etnanber, fo liegt ber ditfjere i'Uptlid)* 
leitgpunft anfeerljalb ber beiben SJreife, ber innere in bem gemcinfdjaftlidjen 
©tiide beiber SireiSfftdjen. 

5. ©ie 2tf)nlicf)feit§:punfte eineg treifeg unb eineg sfSuntteg, unb cbenfo 
bie tbnlidjleitgpuntte einer Oeraben unb eineg Sf5unfte8 fatten in ben 
iJJunft. ©ie S£)nIic£)feitgfDunIte eineg Sfreifeg nnb einer ©erabeit flub bie 
©nbpunfte beg auf ber ©eraben fenfre^t ftef)enben ©urdjtucffcrg. 


§ 51. 

Seljrfafc. Stuf febetn burd) einen ber beiben iftljnlidjtcitg = 
Auntie gtoeier ®reife getjenben tl)nlid)leitgftrat)le toerben burd) 
gtoei nid)t entfpredjenbe $unfte beiber Sh’eife Stbfc^nitte begrengt, 
beren SJJrobutte einanber gleidj finb, unb gtoar gleid) ber 
Quabrattourgel aug betn $robufte ber fPoteitgen beg n li 
teitgftunlteg in ®egug auf feben ber beiben ®reife. 

©etoeig. [gig. 27 a unb b.] 

APj : AP 2 = r t : r 2 , 

AP 2 ' : AP,' = r 2 : r t , 

(1) AP t . AP 2 ' = APj . AP t '. 

SSegeid^net man bie ffJotengen bon A in Segug auf bie beiben ffreife 
Mj unb M 2 beg. mit p t unb p 2 , fo ift 
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Sift. 27 a. 


AP, .A1V = IV 
AP 2 . AP 2 = P2r 

(2) AP, . AP 2 '. AP 2 .AP 1 ; = p lP 2. 

2tu3 (1) uttb (2) fotgt 

(3) AP, . AP 2 ' = AP 2 • AP,' 

= V I’l V-2- 

(Sbettfo ergicbt fid) ftlfl. 27b. 

(4) _ __ AQ, . AQ.,' = AQ, . AQ,' = VlbPa, 

AP, . AP 2 ' = AP2 - AP,' = AQ, . AQ 2 ' -= AQ~ . AQ,' = Vp,p a . 

gbenfo ift bcr Setueis fiiv ben intteren 5JU)nlid)teit3punft J. 

S 52. 

beS SDiottge. 93ci brei Stveifcit tiegcn bic brei attfseren 
^ttjnUcljtcitSpuntte, wetctjc jit je attcieit biefcr ftreife getjbren, 
nuf ciner ©ernbcit; ebcitfo liegt and) feber iiujjere tl)nlid)teit3* 
pit nit ttiit ben beibett nidjt jugctjbrigen intteren fl)ittid)teit3= 
piiuftcn auf eittet ©eretben. 

SetueiS. [?fig. 28. J ©3 ift 

A, 2 M, : A 12 M 2 — r, : r 2 , 

A 2 ;|M 2 : A^M., = r 2 : rj, 

A, : ,M a : A i 9 M, = r„ : r, , 

A 12 M, . A 23 M2 . A, 3 Mj = A, 2 M 2 . AjjMj . A,„M, , 
folgtid) liegen nad) § 19, 2 A l2 , A 29 unb A, s auf einet ©eraben. 

(Sbettfo ergiebt fid) ber fttoeite Xeil beS Se^rfa^eS. [SSergl § 21, 11.] 
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©rllftrung. ®ie©eraben, auf toeldjen bie bret fhtjjeren Sfjttlidjteitg* 
punfte breier $reife ober je eitt iiufjerer unb bie beibett nidjt jugeljOrigcn 
imteren Sljnlidjfeitgpuntte liegen, Ijeijjen $[f|nIicE)Ieitgacf|fcn; bie erftc bie 
fiufjere, bie bret tefcten bie inneren. 

3ufft|e. 1. SBerben jtoet ®reife bon einent britten SSreife gteidjartig 
Berfiljrt, b. t). beibe bon aujjen ober betbe bon innen, fo tiegcn bie beiben 
SSerfiljrunggfiunfte ber beiben erften ftreife nrit bent britten unb bcr jiujjerc 
ilt)nlic^ieit§buntt ber beiben erften Kreife auf einer ©eraben (bie Sc- 
riiljrunggfefante beg britten Sretfeg geljt burdj ben fiufjeren S§uttd)tcit8« 
punlt ber beiben erften Kreife). [§ 50, 3uf. 2 3 4 -] 



2. SBerben jtoei ®reife bon einent britten ®reife ungleidjartig be- 
riiljrt, b. t). ber eine bon aujjen unb ber anbere bon innen, fo tiegen bic 
beiben SBerfiljrunggbunlte unb ber innere $f)nlicf)!eitgf>untt ber beiben erften 
Sfiretfe auf einer ©eraben. 

3. SBerben jtoei SSreife M, unb M 2 bon jebetn bon jtoei ober mctjrercu 
5Sreifen gleic£)artig (ungteicEjarti g) berflljrt, fo Ijat ber ftujjere (innere) ®ljn» 
Iid)!eitgpunft A (J) ber beiben erften SSreife gleidje fpotenjen fitr bie lenten 
S£retfe. 

©ie beiben Spunfte B, unb B 2 , in to eleven bie beiben SEreife M, unb 
Mjj bon irgenb einent britten Sireife gteidiartig berfibrt toerben, finb ndhnlitf) 
nac£| 3«f-! nidjt entfpredjenbe ^unite beg tljnlidjteitgftraljteg AB t B 2 ; 
ebenfo finb bie beiben Spunfte B/ unb B 2 \ in toeldjen M, unb M 2 bon 
einem bierten SSreife gleidjartig berfibrt toerben, jtoei nidjt etttfjpredjettbe 
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^Sunfte beg tljntidjleitgftra^leg AB t 'B 2 \ gotgtidj ift nadj § 51 AB t . AB 2 
= AB t ' . AB 2 ', b. 1). A Ijat in 33ejug auf ben briiten unb bierten ®rei3 
gteidje fpotengen. 

4. SBetben jtoei Sfreife non jebem bon jtoei anberen SSreifen gletc^= 
artig (ungteidjartig) Berlitjrt, fo ge£)t bie fpotenjgerabe bet beiben lenten 
.S^rctfc burdj beu ftufjeten (inneten) &tjnlidjteit8fnm!t bet beiben erften Streife. 

5. SBerben jtoei Sfreife bon jebem bon btei anbeten ftreifen gteic^= 
artig (ungteidjartig) berilljtt, fo ift bet iiujjete (innere) tljnlidjleiigfmnft bet 
beiben erften Sreife bet jpotenjmittelbuntt bet tejjten ffireife, unb bie 33e* 
riitjrunggfetautc febcg bet btei tejjten SBteife getjt burd) ben tpoteujmittet* 
punft biefet Slreife. 

§ 53. 

1. S3etiiljtcu jtoei SUteifc X unb X' jeben bon btei anbeten Sreifen 
M, , M 2 , Mj enttoeber gteidjattig obet ungteidjartig, fo lann man folgenbe 
git tic untetfdjeiben: 

a) M, , M. 2 unb M n loetben bon X unb bon X' gteidjattig beriitjrt, b. tj. 
enttoeber toetbcit M,, M 2 unb M 3 oon X bon aufjen unb bon X' bon aufjen, 
obet bon X bon imtcn unb bon X' bon imten, 

obct bon X bon aufjen (inucn) unb bon X' bon innen (aufjen) beriitjrt; 

b) nut M, unb M 2 loetben bon X unb bon X' gteidjattig beriitjrt, 

j. 33. M t unb Mrj bon X bon aufjen, M 3 bon X bon innen unb 

M, unb M 2 bon X' bon innen, M ;) bon X' bon aufjen; 

c) nut M t unb M :) loetben bon X unb bon X' gteidjattig beriitjrt, unb 

d) nut M 2 unb Mj, loetben bon X unb oon X' gteidjattig beriitjrt. 

©a im erften gatte M, unb M 2 bon X unb bon X' gteidjattig beriitjrt 

luetben, fo geljt bie fpotenjgcrabc p bon X unb X' burdj ben Sufjeren 
fttjnlidjteitgpunft A 12 bon M,’ unb M 2 . ©a im erften gatte audj M t unb 
M. ( unb cbenfo M 2 unb M ;1 bon X unb bon X' gteidjattig beriitjrt loetben, 
fo geljt p aitdj burdj A 1: , unb A 2;1 . 

©a im jtociten fjfaltc M, unb M. 2 bon X unb bon X' gteidjattig be* 
riiljrt loetben, bagegen M, unb M ; , unb cbenfo M 2 unb M s ungteidjartig, 
fo geljt p burdj A r2 , J, ; , unb J 2; , u. f. lo. 

ftolgtidj ffittt bie fPotenjgerabe p bon X unb X' jufammen 
im fvaltc a) mit bet dufjeren utjntidjteitgadjfe A 12 A 13 A 23 , 

„ „ b) „ „ inneten „ A j2 J 13 J 2S , 

„ „ o) „ „ inneten „ A, 3 J 12 J 23 , 

„ „ d) „ „ inneten „ A 23 J l2 J 13 - 

2. ©a ttadj Stituatjme in alien bier fjdtten bie beiben SSreife X unb X 
enttoeber bon jebem bet btei Streife M t , M 2 unb M s gteidjattig, obet bon 
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jebent biefer brei. ffireife uitgleidjartig beriifjrt toerben, fo ifi itad) § 52, 5 
enttneber ber iiujjere (A) ober ber innere (J) $f)nticljleit§bunlt bon X mtb 
X' ber jpotenjmittetpunft (P) ber $reife MLp $4 nub M i1r mtb in jebent 
gaHe gei)t bie J 8 eriif)rung 8 felante jebeS ber brei Jtreife M tI M 2 mtb M ; , 
burd) ben SPoteitjntittelpunft P. 

3. $m Salle a) geljt nacfj § 45 bte 5BeriiE) run gSf efattte jebeS ber brei 
l&retfe M lr Mj mtb M, ( 5 . ®. Mj) butd) ben $oI ber ^nlic^feitSadjfc 
A 12 A 13 A 23 tn ©ejug auf biefen ftretS (Mj). get)t in jebent bev 

bier gfille bie SBeriUjrungSfefante jebeS ber brei ftteife M., r M 2 mtb M ;) 
butd) ben $ot ber jugefjBrigett $i)nlidi)feitgad)fe in SSejug auf btefeit $tci 8 . 

§ 54. 

©ie SkrtifjrungSaufgaben beS Apollonius. ©ineit $rei§ 511 
jet^nen, ber irgenb brei ber ©ebitbe fjhtnft, ©erabe, $rei 8 berittjrt. ©$ 
iBnnen jeljn gftlle unterfdjteben toerben ; ber gefudjte ®tei 8 foil bcriiljrcu: 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 10 . 

SPunlte: 3 2 2 1 1 1 

©erabe: — 1— 21 — 321 — 

Sfreife; 1—1 2 — 1 2 3. 

©rfte SSfttng. 

©ie Aufgaben 1. (eine Sflfung) unb 7. (bier Sdfmtgen) fittb fdjou 
fritter geliift. 

AnfgnJe 2 . ©inett $ret 3 ju jetdjtten, ber burd) jtoei fefte 
Auntie P t unb P 2 get)t unb eine fefte ©erabe g berufyrt. 

Auflfifung. JBerftljrt ber gefudjte ftbceiS X bie fefte ©erabe g itn 
Sfiunlte Y, mtb fdjneibet bie burd| P t unb P 2 getegte ©erabe bie fefte ©e= 
rabe g in A, fo ift AY 2 =AP t . AP 2 . §tetburd) ift Y beftimmt. [Y liegt 
auf g unb auf bent SEreife urn A mit AY al§ SftabtuS.] 3 toe i ober feine 
Sfifungeit, je nadjbetn P t unb P 2 auf berfelbcn ©eite ober guf entgegen* 
gefefcten ©eiteu bon g liegeit. 

JBefonbere Siille*): a) P,P 2 1| g (eine Sijfung); b) P t ober P 2 liegt auf 
g (eine SiJfung); c) P, unb P 2 liegen auf g (feine Stifling). 

Auf gab c 3. ©ineit 5?rei3 ju jeidjtten, ber burd) jtoei fefte 
5f$unlte P t unb P 2 get)t unb einen fefteit ®rei§ M berilfjrt. 

Auf tfif ting. Segt man butc^ p i “«b einen betiebigen SSreiS M', 
10 either M in A* uttb A 2 fdjneibet, unb gieljt bon bem ©dnittpuntte B 


*) Ctbenfo flttb aud) bet ben fotgenben Stufgabm befonbere gttHe ju unterfdjetben. 
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bet ©erabeit P,P 2 uub A,A 2 eine ©angente BX an M, fo ift bet butd) 
P 1( P 2 mtb X gclegte StrciS bet flcfucX)te. §5d)ften8 stoei Sbfungen. 

ShifgaBe 4. ®tnen StreiS ju jctdjuen, bet butd) etneit feften 
$uit!t P gel)t uub pei fefte ©erabe g, unb g 2 Beriiljrt. 

Sluflbfuttg. ©a bet SOZittetfiunlt X be§ gefudjteit ®reife3 auf bet 
IpatbieruugSgerabcu elites bet butd) g, unb g 2 gebilbeten SBinlet liegt, jo 
fiubet man ttad) fplaitint. § 71, ftbititg 29 unb 30, nod) eincit jtuciten ffJunft, 
butd) wetdjen bet gefudjtc SkeiS l)inbittd)gel)en ntitfj. §ierniit ift bie 3tuf= 
gabe 4 auf bie Slufgabe 2 jurlidgcfiiljtt. 3tt>ei SBfungcu. 

Stofgabe 5. ®incu $rciS ju jeidjuen, bet butd) eincit feften 
fjiunft P gel)t, cine fefte ©evabe g unb eineu feften StreiS M 
bcrilljtt. 

StufliSfung. ©er gefudjtc Shcis X ntbgc Muon aufieit in Y unb g 
in Z ktiUjten; bie bout SKittetyuutte M auf g geffitlte ©enltedjte MF 
fdjneibc ben SlrciS M in A, unb Aj. ©amt tiegen bie fpuntte X, Y mtb M 
auf cinet ©erabett unb ebenfo Z, Y unb A 2 . golglid) ift Z. ZYA, = IK, 
atfo FA,YZ ein ©etjuenbiercd uub bnl)er A 2 Y . A 2 Z = A 2 A, . A 2 F. 
©djitcibct bie ©erabc A 2 P ben SlreiS X in cineui fjiunlte U, fo ift attd) 
A 2 Y . A 2 Z = A 2 U . A 2 P, fotgtid) A 2 U . A,l» = A* A, . A 2 F. U liegt 
baljer auf beat burd) P, A, uub F geljeubeit Slvcifc. £>iermit ift bie ?tufgabc 5 
auf bicStufgabc 2 suriictgcfitljrt. .'pikl)ften3bier2iifitugeu. (3mei bet gcfudjten 
SSteife bctiitjten ben feften bon au&cu, bie beibcit anberen bon iuiteit.) 

Stufgabe 6. ®iucit S¥reiS jit fteidjueu, bet butd) eineu feften 
sjiuntt P gcljt unb pci fefte SDtcife M, unb M 2 berftfytt. 

2(ufli}fitug. ©cv gcfudjtc SlreiS X bertitjrc bie beiben feften Kreife 
M, uub M 2 (r, <r 2 ) in ben SpunEtcn Y, be;,. Y 2 glcidjartig (j. SB. bon 
aufjett). ©ann gel)t nad) S r>2, 3uf. I, bie ©erabc Y, Y 2 butd) ben aufjeren 
2i(t)ulid)!eit§puult A bet beibeu feften Strcifc. SBcjcidjnet man bal)er pei 
itid)t cutfpredjeube SjBunftc bet beiben feften Sh'eife auf bem butd) bie TOtteP 
fniuftc M, uub M 2 get)cubcu fit) utid) EeitSfttatjlc twit B, unb B 2 , fo ift 
nad) § 51 AY, . AY 2 = AB, . AB 2 . ©djueibet bie ©erabc AP ben 
Stveis X iit ciucm ffSitutte Z, fo ift aud) AZ . AP = AY, . AY 2 (ober glctd) 
AY 2 . AY,), fotgtid) AZ . AP — AB, . AB 2 . Z liegt baljer auf bem butd) 
P, B, unb B 2 gcl)cnbcn Strcifc. .fjicrmit ift bie Slufgabe 6 auf bte 2luf* 
gabe 3 jutiidgeftitjtt. §6d)ftcnS biet fififtingen. (3tuei bet gefudjten Streifc 
betft^tcit M, uub M 2 glcidjartig, bie beibeu anbeten uttgictdjartig.) 

3Jttfgabe 8. ®iuett SlreiS p pidjuen, bet pei fefte ©erabc 
g, unb g 2 unb ciitcn feften SireiS M betiiljrt. 
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w, ® cr fl e f ut §te toiB ift einent anberen Sreife lonjentrifdti, 

fjffe ? be ? M 8# «« b #«* spataEeren ju g, unb g 2 

tm I6ftanbe r berutyrt permit ift bie Stufgabe 8 auf bie Stufgabe 4 
prMgefitf)rt. §i)cf)fteng adt)t Sbfungen. ' ™ 

Sfafgabe 9. JSitten $£reig jujeidjnen, bet eine fefie ©erabe g 
unb gum fefte Shetfe unb Mj (r t > r 2 ) beriiljrt. 

h,rf*! tU P£? 8 ’ J5? Sefu^te to ift eittem anberen ®reife lonjeutrtfdj, 
toel^et burd} ben ©ittelfjuntt M, 8 «ft eine ^araGete ju g itn TOftanbe r 2 

M Ivor? t 1 T l2 i’lfSt' 1 nm ^ fl'i'wjwten ®tet3 beriiljrt. §iermit 
ifi bte Slufgok 9 auf bte Slufgabe 5 jutfidgefitfjrt. ^O^ftenS ad;t Sibfungen. 

\r W', 10, ® inetl ® tei§ 3 U jeidjnen, ber brei fefte Jireifc 
M i- (*i > r 2 > r 3 ) berii^rt 

t^J U ^CTn:i? e J Ut ^* e ® re ® ^ e i nem nnbeten S^retfe fonjen* 
*3^ b L b J r( ^ ben 2 ^ tt ? 3Un!t M s 9# unb jtoei ftreife um M t unb M 2 
nttijen fcabten r t ~ r 3 bej. r 2 - r 3 , ober r, + r 3 bej. r 2 + r s , obc? 

JLj» bes ^ 2 + * 3 ' obe I ri + r » 6e& - r 2 — r 3 &erii£»rt. $0t$ftenS acfjt 
Sfifungen^ (2)er ge^te to faun aUe bret Sreife greidjartig berii$re« 
ober je jtoet gl«$atttg unb ben britten uriglei^artig.) 

3 toeite Sbfung. 

*“*' iU Sei * ne "' bet bt£i » ®* ci f e 

bie ufer f ihIr*?‘’K e 8 . 53J . i®® 1 Ion fitmere ben iPotenjmitteI|mnft unb 
tfinSeilS? ICt x a ^5 t r b - er i TSi F ef * eit ® rei J e ' fnnftoiere ju feber biefer 
Ll ?fs^ e Si 611 m 9363118 au f i ebeu beI bT « fefte ffireife unb 

S unb iebeit bie ^ er $Me bie ©erabc. 

®tefe ©erabert fdjnetben bte juge^rigen Slreife in je jtoet S^unlten. 

iinfS Jr™!! l n ^ b l efet ^ unftc ' toeIc ^ mit We einer beftimmten 
^nlidjfeif§ctcf)fe erfialten toerben, mit ben 3RitteIpunften ber jheift auf 

benett fie Itegen, fo ge$en jebeSmal brei ber fecf)g S5erbinbuna8geraben 
butc^ emen ff3untt, unb biefer ift 3Ki±teItmntt eineg ber gefudjten treife. 

tof Sil? ^ ^ &er e tlinli^eitg^fe, fo er^filtman bie beiben 
*tej, todc^e bte bret feften Jretfe glei^artig berit^ren. Sftimmt man ba* 

8 ^ ttlIle 5 e ^“^Jetffiat^fe -^-12^13^23; f° er^filt man bie beiben $reife r 
toe[ ^7 “ nb ^ gfetcfiartig unb M, unglei^artig beriitjren u. f. to. 

5 Dtefe Stufgabe 10 enttjalt bie Slufgaben 1 big 9 alg befonbere g&He 
toenn man bie ©erabe alg ©renje betrad)tet, toel^er ftc^ ein to mit 
unbefajranrt junefjmenbem Otabiug nfi^ert, unb ben spunft alg ©renje 
toeldger fic§ ein Sheig mit unbefdjrdnft abnefimeitbem Dtabiug niibert. 
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§ 55. 
Ubungen. 


1. 3u 3ig. 26 ift, toenn MjM 2 = c, 

AM, = e • -- ■ •; AM, 

r 2 “ r, ' 2 


G . 





JMj 


L i 

+ r i 


JM«i 


r 2 + 


2. gu §ig. 27 finb bie folgeubett SBiercde <5ct)nenbicrecle: a) PiQoQ^lV- 
b)P t 'Q/Q 2 P 2 . c) P t W/- d)PiW*V Q) PiPa'ToTi- f)P/P 2 T 2 Ti- 
[gu febem biefer SBtcrecFc finb gtiiet gegeuubertiegenbe SBinlet (Supplement* 
toiulet] 


3. gu 3ig. 28 fdjueiben eiuauber in etnem ^mifte 

a) J 12 M 3 , J 13 M. 2 , J 23 Mj . b) J 12 M 3 , ^13-^2' ^23^, 

c) J 13 M 2 , A 23 M,, A 12 M 3 . d) J. 23 M t , Aj 3 M 3 , A i3 M 2 . 

[£et)rj. beg Eebn, ©rciedE M, M 2 M 3 .] 

4. ®ic bier $itjutid)feitSndjfen breicr Klreifc bilben cin bollftttnbigcg ©ierfeit,. 
beffcit ©iagoualeit burd) bic SDUttelpunftc ber Sfrcifc Ijarmouifcf) geteitt tuerben. 

6. (Eincii IfrciB ju jcldjncn, ber gtoci fcfte S?rcife gteidjartig (imgteidt)* 
artig) bcrutjrt nub gtunr bon eitictt in cittern feften jpunltc. [§ 52, fliif. 1 unb 2.] 

6. SBcxbcn jiuci Mvcifc burd) oinou britten Sh’ciS redjtnriuftig gcfd)iiitten, 
fo getjen bic ©erbinbuugggcrabcu jc gunner ©djuittpimfte ber beiben erften 
Xireifc burd) ben iiuftcreu beg. inncrcu ?U)iilid)teit8puiilt biefer Xfreije. 

7. SBerbcit gtoci ffreife turn cincm britten gtcid)nrtig (uugleidjartig) be* 
riil)rt f Jo gel;t bie 5JioIare bc£ ttufjcreu (inncrcu) ^U;iilidjfeitSpiniEteg bev beibett 
erften ffircifc in ©egug aitf ben eineu biefer beibett SJteifc burd) ben s J5ol beg 
burd) bie ©crul)xuuggpuu!te gctjcuben ttufjcrcu (inucreu) s lt()uUd)EeitgftraI)leg in 
©egug nuf btefeu Sfreig. 

8. ©ic s ^oten^gerobo ^ueier Jfreifc ift bie SDHttclpnro Hole gu ben ^olarnt 
eiucg |cbcn ber bcibeit Sityulidjlcitgpuiiltc bev beibett .tt'rcife in ©egttg nuf 
beibc M’reifc. 

9. ©er Slbftnub bev ^olarcn bet bcibcu s }U)ulid)tcit8piin!tc gloeiev SJreife 
in ©cjufl nuf ben ciitctt biefer bcibeit ft' re if e ift gleicl) bem Sbftanbc ber s $o* 
laten ber bcibcu 'il^nlidjlcittpunltc in ©ejug nuf bcu nubereu SfceiS. 

10. #iel)t man bon cincm betiebigeu JJiimFte ber ^otcitggcrnbcn'gUieicr fcfteit 
Recife an jeben bcrfelbett cine SEnngeute, fo get)t bie S3erbiiibungggerabc ber 
bcibeit ©criil)nttiggpunttc burd) ben cinen ber beibett ffl^ididjlciigpmifte. [$46,20 
mib § 52, Qn\. 1 unb 2,| 

11 . gn iebeitt ® veiled finb ber®urd)fd)mttgpun!t ber ,£flt)en uub ber ber 
@eitent)albicrenbeu bic ^ull^feitSpunIte beg umbcfdjricbeueu nub beg geuer* 
bad(jfc§en S^rcifcS. 

12. ©ie SIbftitnbc beg ©urdjfdjnittgpmtlteg ber §81jeu eiueg belieblgeit 
©teiedg bon bcliebigen Spunftcu beg umbefdjricbeuen ®rcifeg tticrbcit burdj bett 
geuerbad^fd)en ffiteig Ijctlbiert. 



II, ftrigotuimetm. 


A.*) |>ie fttgonotttdtifdjm gftm&tfottett bet fdjiefett l^tnfief 
uttb bie ftigonometttfdje f2$eted)mntg bet fdjtefurin&ftgett 
ungWdjfeittgcn g)tetc(&e an$ rittfadjett §tMen. 

S 56. 

1. 3ft BAC gteid) a eitt fpifcet SBinfel, urtb fattt man bou eiuem 
Betiebigen $)Ehm!te C beg ©djenletg AC auf ben anberen ©djentel AB bic 
©enEtedjte CD, fo nennt man nad) ifStantnt. § 155 unb 156**) ben 
Duotienten aug be* ©entredjten CD unb bem begrenjten ©djenlet AC ben 

©inug beg SJJinlelg a, ben Duotienteu 
cuts ber ^rojeftton ADbeg begrenjten 
©djenfelg AC auf ben ©djenlet AB 
unb bem begrenjten ©djenlet AC ben 
Sfofinug beg SBinfetg a, ben Duotienteu 
auS bet ©enlrectjten CD unb bet 5JSro* 
jeftimt AD bie SEangente unb ben 
Duotienteu aug AD unb CD bie Jio* 
tangente beg SBinlelS a. 

2. 3ft BAC' gteid) a ein ftum.pfer SBtnlel, unb fftltt man bon 
ciitein betiebigen s ^untte C' be§ ©cfjenfets AC' auf bte SSerldngerung beg 
anberen ©djeufetg AB liber ben ©djeitet A fjtnaug bie ©enlredjte C'D', 
fo nennt man ebenfatlg ben Duotienteu au£ bet ©enlredjten C'D' unb 
bem begrenjten ©djenlet AC' ben ©inug beg SBinlelg a, ben Duotienteu 
aug bet tprojeftion AD' beg begren^ten ©djenletg AC' auf bte SSertfingetung 
beg ©djeuletg AB unb bem begtenjten ©dtjenfet AC' ben Softnug beg 
SBintelg a, ben Duotienten aug C'D' unb AD' bte tEangente unb ben 
Duotienten aug AD' unb C'D' bte $o tan genie beg SStnfetg a. 



*) Seljrctufgctbe bet Ober=©efunb(t bet ©tjutnajUn. 

**) Stam6Ilj, ‘jptcmlruetrte. SDurdjgefeljme SluSgabe (lQO.Slitft.J, ©ette 142, 143 unb 144. 
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©a bte fprojcftion AD' t>ei bem ftvmtpfeu 2BinleI BAC' in SBegug 
auf ben ©djeitcl A in cntgegeugcfefctet SRidjtnng liegt foie bte 5 f$tojeftion AD 
beim fpifeen SBiutet BAC, fo mufi man, ba AD pofttib genomtnen ift, 
AD' negatib ncl)mcn. ®ic non C' attf bie ©ctabe AB geffttttc ©eut* 
rccfjte C'D' bagegen t>at in Besug auf AB gleiclje 9iicf|tnng mit bet bon 
C auf AB gcfftUten ©eutvcctjten CD, bather ift C'D' pofitib ju ne^men, 
Inie CD. 

Solgtidj ift bct©iuu3 eineS ftitmpfcu 2Biu!ct«> pofitib, bagegen 
bet fiofinusS, bie ©augeutc unb bie SEotangcnte negatib. 

3. ©a (TAD' bet ©upptemcntiuiutcl bon BA(J' ift, fo folgt, baft 
bet ©tuu3 eincS S6iittcl8 glcict) bem ©iituel fciueS Supplements 
luiufelsi, bet StofinuS eincS SBinletS g(eict) bem SfofinuS 
f cincsS ©uppleinentu>in!ct$ mit cntgegcitgcfefjtem 93urjeid)en, 
bie ©angente cincd 335 i n t c l is gleicl) bet ©augente feiiteS ©upple* 
mcntibiiiMS mit cntgcgcngcfcfttcm SSotjcidj'en unb bie $otan = 
gente eineg 2Siit!el8 gtcicl) bet tfotangente fcineS Supplement* 
lDtntcl$ mit ctitgegcugefcfUcm Botflcicficii ift. Dbet: 

sin a - sin (1HO" ,c); cos « cos (180° «); 

1, g « tfi (180" ■ B ); ris « c1« (1H0« -a). 

1. $u bem gegebenen Sitin'? eiitcd SLMnfeUi geli&tcn gluei SKiufel, ciit 
fpilier unb feiu ©upplcmeiilibiufel, ,yi bem gegebenen Mofinm?, cbenfo ,yt 
bet gegebenen Xangentc obet Mutangcnte gcijihl nut tin SlSinM, imb 
jtuar ift biefet fpifi obet ftumpf, je liacljbcm bie gmnftion pofitib obet 
negatib ift. 

5. Ulning on. t n) sin 30" -- l; luie gtofi sin 150"? b) sin 45° 
— A 1^2; luie gtofi Bin 135"? it) win 00" — i; luie gtofi win 120°? 

d) cob 45° - ■ 1 V^2 ; luie gtofi cos 135"? «) 45" --- 1; luie gtofi tp 135"? 

f) tp 00" Vo; luie gtofi tp 120"? p) dip 45" - - 1 ; luie gtofi ctp 135"? 
li) dp CO" = -J V3; luie gtofi ctp 120"? 

2) ffiic uietc SJJiutcl Doit 0" bis) 180" geuitgen bet Bebiuguug: 

a) sin go -- | ? b) cos cp - 0,2? c) t,p <p - 1,5? <1 ) ctp rp - 0,25? 

e) sin<p = - — 4? f)cos ip--- — 0,6? p) tp cp — 0,2? hjetpip ^ — 2,75? 

i)sin<p 1,5? k) sin <p — 1,25? 1) cob cp- 2,5? mjeosip- —1,126? 

3 ) ©urdj gimttioncu ciueB fpifocn SBinfelB auSjubriitfeii: 

a) Bin 125°. b) cos 175°. 

c) tp 98°. d) ctp 100°. 

e) Bin 114° 16' 39". f) cos 167® 25' 4". 

g) tp 118° 7' 17". h) ctp 116° 7' 19". 
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$er ©tnuSfafc. 


sin a — tmb sin $ = 



gig. 30 a. 


§ 57. 

fieljtfa^. (®et @ittnSfa$.) Qtt jebeitt ®teictfe bettjaltcu fid] jc jtoei 
©etten toie bie Stung bet itjiteu gcgenlifietliegettben SBtufcI. 
SBetjaubtung. a : b = sin « : sin p, 
b : c = sin p : sin y , 
e : a = sin y : sin « ober 
a = b c 

sin « sin £ ~ sin y * 

SBetoetg i. Sn gig. 30a, tit metier ctHe SJBinlet fptf} finb, ift 

— obcr 
a 

bo = b sin a unb he — a sin 0; folgltd) 
b sin. a = a sin jj ober 
a : b = sin a : sin /9. 

_____ Berlegt matt bag SreiecE ABC burdj bie jur 
©eite BC gefjbrtgc |)flf)e irt jttieited)tlDiitHige®rcicdEe, 
11 fo ergiebt fid) 

b : c = sin /? : sin y. . 

©benfo ex'Ejfitt man 

a : c = sin a : sin y. 

®a§felbe ergiebt ftctj au8 gig. 30b, iit ioeldjer a > 90°; beitn e3 ift 

sin a = sin (180° — a) = unb 

sin /9 = — ober 
a 

bo = b sin a unb b 0 = a sin 0; folglid) 
b sin a = a sin |9 ober 

a : b = sin a : sin ;9 u. f. Id. 

SDian befdjreibe unt baS $)reied ABC ben SBreiS, beffen 
SDiittelpunlt mit M, unb beffen ipalbmeffer mit 
r bejeidjnet ioerbett mCge, jte£)c bon einer be= 
liebigeit (Side, j. S- B, au§ ben ®urdjmeffer, 
BC', unb berbinbe C' mit A, bann ift 
Z BAC' == 90° 
alS SBinfel im §aI6Ireife. 

3ft nun [gig. 31a] Z ACB = y<90°, 
fo ift Z AC'B = ACB = y, alS UmfangStoinlel 
iiber bentfelben So gen AB, folgttdj tft 

y; 2 ^ — sin y; c = 2r sin y. 



SBeloeiS. 2. 




®er ©liutSfafe. 
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3ft bagegen [f$ig. 31b] Z ACB = y > 90°, fo ftnb Z AC'B unb 
ACB ©ilpbtementttrintet, ala UmfangStointet, beren ffiogert fic§ gum Sfreife 
ergdngen, fotglicf) ift , 


= sin (180° — y) = sin y; 
2 " = sin y; o = 2r sin y. 

©beitfo crgicbt fid) a — 2r sin a unb 
b -■ 2r 3 in "(3; 


fotgtid) ift 



a : b — (2r sin a) : (2r sin 0) obet 
a : b -- sin a : sin (i u. f. In. 


S3ctoei8 3. 3« 32a unb 32b fci M bet 2Jtittctpunft bes um= 

befdjriebencn Xt'reifcS nub DM bie SJtittelfcnfrcdjtc ber ©cite AB. 




W«- sab. 


3ft nun |ft-ig. 32a| Z ACB y - 90°, fo ift ber tjoljlc SUtittd- 

1 Q Q 

imuftSminlcl AMB -- 2y, atfo Z AMD y uitb * = sin y, „ siny, 

1 2iX 

o --- 2 r sin y. 

3ft bagegen |fyig. 32b] Z AOB =-= y '> 90", fo ift ber ertjabene 
SJtittetpunteminfct AMB — - 2y, atfo ber tjoljle SDiittcIpim EtStoinlct AMB 

= 3(»0» — 2y, Z AMD ~ = 180° — y, — sin (180° — y) — sin y, 
o — - 2r sin y u. f. f. 


8 58. 

StnUienbuiig be3 ©ittuSfafteg gut SBeredjttuttg toon ®teiecJeit. 

1. ©tub bon cittern ©rciecte eine ©eite unb gtoei SBittlel gegeben, g. S3, 
o, a, (t, fo ift 


1) y = 180® — (a + $). 



8Q 


5 )er ©UmSjafe. 


gcritcr ergieBt fief) auS 

a : c = gin a : sin 7 


unb au3 


2) a 


c siit a 
sin 7 


b : c = sin £ ; sin 7 


3 ) b -5_“L£. 

' sin 7 


SKit §ilfe be§ ©htuSfu^eS 16 ft man alfo bte Slufflabc, fill 
©reietf uu£ eiuer ©ette unb 5 Wei SBinlelit gn. Betcdjnett. 


2. ©mb Bon einem ©reiecEe gtoei ©eiteit unb ber ber grflficrat Bon 
6 eiben gegeniiberliegettbe SStnfel gegeben, 5 . SB. a, b (a>b), a, fo evgiebt 
fid^ au§ 

sin ( 9 : sin a — b : a 


1 ) 


sin /9 = 


b sin a 


©ann beredjnet man 7 auS 

2) 7 = 180° - (a + (9). 

©nbltcij finbet man auS 

c : a = sin 7 : sin a 

3) c = 

sin a 

©leicEjung 1) tft tuimer IbSbar, ba b <a unb sin a< 1, alfo b sin a . u 

unb — S ~~ < 1- 33on ben beibeit SEBtnlelit, inetdje man auS biefer 

©leidjung nac£) § 56, 4 ffir /9 credit, geniigt nur ber ff% SBiitfel, ba b < a, 
alfo /9 < 90 0 fetn muff. 

3Jiit £>ilfe be§ ©tuulfaijeS Ifift man alfo and) bie Stufgabc, 
ein ©ret tit auS gwet ©eiten nub bent ber grbfjetett Bon Beibcu gegett= 
iiBetliegenben SEBhtfel gu Beredjnen, 

IK an exBjd.lt fiit jebe ber gefucf)ten ©rflfeen nur einen SEBert. 

3. ©inb bon einem ©reiede jtoei ©etten unb ber ber Hetnereu bon 
beiben gegenitberliegenbe SBiitfel gegeben, j. 58. a, b (a>b), (9, fo ergiebt 
fid) au8 

sin a : sin /9 = a : b 

... . a sin 8 

1 ) sin a = — 


3)cr SliiuSfajj. 
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jDamt finbet man y au§ 

2) y 180° — (« + (9) 


unb c aitg 


©a 


u : b -■ sin y : sin /S 
am 0 

a )> b uitb ain f) ■< 1, fo fnmi a ain (9 "5 b, alfo a ^ ^ 1 feiu. 


3ft as ™^> 1, fo etljfilt man aits* ©leidjuiig 1) ffiv a Iciitcn 

Saicvf, bic Slufgabe ift uulijgbar; ift tl = 1, fo ertjdlt matt a ■■ -■ 90°; 

ift 11 ^ < l, |o crtjfttt man ffiv a gtuei SBcvtc, eineit ffufjeii SBintel unb 

fcinen ©upptemcntmintel. 

3Jiit J&ilfc be§ (Siuugfatjcg l fi ft man alfo and) bie Stitfgabc, 
eiu fCtctctf and gmct Scitcit nub bent bet Itcinetcn bon beibctt gcgciu 
iibcrUcgenbcu SBinfcl gu bercdjiicit. 


9)iau ovljult fur a unb bnmit ami) fiiv y unb « Icinett, eiiten ubcv gtoei 

mv i. • i v. il win 0 _ . n sin 0 , . a sin 8 , . . r , 

Sikvte, )c inutjbcm ^ j> I obcr ^ I obcr ^ -v. 1 ift. 


■I. itbnngen. ©in Dreicct gu bcrecljucit nu8 

1) c, «, fS. (731,85; 76" 43' 20"; 48" 52' 83"). 

2) C, «, y. (1064,27; 60" 45' 50"; 68" 22' 23"). 

3) a, b, «. (1204,59; 961,3; 75" 45' 20"). 

4) n, b, /S. a) (939,96; 507,64; 30“ 40' 30"). 

b) (910; 882; 75" 45'). 

c) (40,75; 12,5; 20" 30' 20"). 

5) a, lie, «. (15; 12; 67" 22' 49"). 

(15; 12; 112° 37' 12"). 

| Slug li 0 unb « fiubet man pniidjft auS cittern rcdjtluiiittigeu IDtciecfc b; 
bniui fennt man a, b, a, !aim alfo bic iibrigcu ©tiicte mit ,£>i[fc beg ©inng • 
fn(ieg bcredjucn.] 

6) a, b, lio. (20; 13; 12). (109; 61; 60). 

7) c, li a , hb . (21; 12,6; 19,3846). (11; 6,6; 10,1538). 

8) h a ,h b ,«. (25,76; 66,2759; 46" 23' 50"). (64,3771; 125,664; 
20" 36' 35"). 

9) SBclcijc 3tufflnbeti faun man mit bcm ©ittugfa|)e Itifeu, menu man in 
bcv gotmel fitv benfdbcn alS imbclnunt auffafit a) bag lefjte ©tteb? b) bag 
uovicjjte? c) bag g write? d) bag evfte? 

flnm&OjsfJlocbet, Erleonomctrle, itmarbeltinifl. 0 
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Scr KojlnuSfcifc. 


§ 59. 

Seljtfa^. (25 et ®ofiuudfalj.) 3n jebent 2)tcietfe ifi b<xd Clnnbtai 
jcbcr ©cite gletdj bet ©nrnitie bet Dnabtatc bet beibett (tnbetctt Scitctt, 
toeminbett urn b as i>o)if>eIte 5|$tobnIt and biefen beiben ©eiteu unb bent 
Sofhtud bed eittg ef tj) lo ff cttett SEBtnfeld, 


SBeljauptung. 

ober cos y = 


c 2 = a 2 + b a — 2 ab cos v 
a 2 + l) 2 — c a 


2 alb 


Setoe'id. Sn gig. 33 a ift 


1) x = b cos y 

2) h tt 2 = b 2 — x 2 

3) c 2 = h a 2 + (a — x) 2 . 

Stud biefen brei ©leidjungcu crtjftlt mini 

burd) Elimination bon x 

o ha 2 = b 2 — b 2 cos 2 7 
2') c 2 = ha 2 + (a — b cosy) 2 
unb and biefen tieiben ©teidjungcn buvd) 
Elimination bon h a 

b 2 — b 2 cos 2 y + (a — b cosy) 2 

b 2 — b 2 cos 2 y + a 2 — 2abcosy + b 2 cos 2 y 

a 2 -f-b 2 — 2ab cosy ober 



cos y — — 


a 2 + b 2 
2 ah 


3n gig. 33 b ift 



1) x = b cos (180" — y)™ licnsy 

2) b a 2 = b 2 — x 2 

3) o 2 =Ju_ 2 + (a + x) 2 

O ha 2 =b 2 — b 2 cos 2 y 

2') c 2 = h a 2 + (a — b cosy) 2 


c 2 = b 2 — b 2 cos 2 y + (a — b cos y) 2 
= b 2 — b 2 cos 2 y -)- a 2 — 2ab cos 
c 2 = a 2 +b 2 — 2ab cos y ober 


a 2 + b 2 — c 2 
cos y= , 

' 2ab 

SSergleidje § 1, la unb b. 


rH- 


b 2 oob 2 y 



SUer .ftofliutSfaj}. 
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§ 60. 


Siitwcitbuttg bcS SSof iituSfafceS jux Sieved) intug Don ©teiedeit. 

1. ©inb boit ciuem ©reiccfc gtoei ©eiten wib bet eiitgefdjloffene 
SBintel gegeben, 3. Si. a, b, y, fo ergiebt fid) fitr o wit .fpitfe be§ Sofiituet= 

fflfecS 

1) c = y' a ‘ 2 -|- b 2 — 2 ftb Cos y. 

©amt finbet wait bcrwittclft bc 3 ©inuSfatjc? fitr ben ftctnercu ber 
bciben iticljt gegebenen SBiufcl ft (wemi a>b) 

sin ft : sin y = b : c , 


tuib fd)Iief)ticl) 

3) a ---- 180" — (/?+ y). 

3 Kit .fpitfc bc 3 Sofimtdfnfceii itub be 3 ©ittuSfaijeS [ 5 ft man 
alfo bie Stufgabc, ctu ©rcieif cuts jiuci ©citcu itnb bent ciugcfdjlojfeucit 
SBitifcl 511 bcrcdjucit. 


2. ©ittb bon eincm ©veieefe bie brei ©eiten gegeben, fo ift itad) bew 
MofiimSfafie 

» 2 -|- b 2 — o 2 


I) cos 7 ----- 


2 fib 


(Siiien ber bcibett iibvigen SBiufcl, 3 . S3, ft, faint wait eitttueber ebcii* 
falfS bcvwittctft best ft'ofinu«lfa|}cs! Ocrcdjucn, benn cS ift 

o 2 -|- a 2 — b 2 
2 | ) cos ft 2(jft , 

ober ititri) bew ©tmtSfa|)e, nad) Weldjeni 

b sin 7 

(5 


•2i) "in ft- 


©ett britten SBinfcl « ftnbct man aitS 

3) a — 180*— (ft + 7 ). 

STOtt JpiXf e beS Sfofiuuefaijc«3 ober bcS Sfofinu3faf}c3 unb bc$ 
©inuSfafjeS tflft man atfo bie Sfitfgabc, cin ©teied aud ben brei 
©eiten su betedjtteu. 


3. ttbuitgen. ©in ©reieef 311 beredjttcn au8 
1 ) a, b, y. a) ( 963 ; 869 ; 90 ° 37 ' 18 "). 

b) ( 555 ; 385 ; 61 ° 8' 86"). 


6 * 
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2)ec StoftnuSfajj. 


c) (102,5; 42,5; 74° 36' 82"). 

d) (890; 864; 26° 18' 40"). 

2) a, b, c. a) (12; 5; 10). b) (115; 100; 85). 

c) (63; 60; 87). d) (72; 65; 97). 

e) 14,24; 6,4; 13,824). f) (10,272; 3,936; 11,04). 

3) o, b c , «. (11; 11,1785; 68° 40' 35"). 

4) c,b 0 ,b. (14; 12; 13). 

5) h a ,hi,,y. (83,876; 112,22; 35° 20' 29"). 

6) a, b, b a . (15; 18; 11,1997). 

7) a,ha,h b . (15; 11,1997; 12,923). 

8) a, c, So. (12; 20; 8). 

9) a, u, w,. . (543; 444; 388,622). 

10) 2Beid)c Shifgnbeu Jcmn matt ntit bem Sofinugfajjc lofen, tuenn man in 
ber fjormel fur benfel&en ber 9ieil;e itacf) jebc ber bier ©rilfjen a, b, c, y 
alS unbefemnt auffafjt? 


§ 61.*) 

.'pilfSfaij. Sft y etu beliebiger fpijjer ober ftitmpfer SBinM, fo ift 

1. sin y — 2 sin J cos ~ , 

2. cosy = 1—2 sin 2 ^ , 

3. cosy = 2 cos 2 £ — 1. 

A 

SetociS. SMgt ntait auf ben ©djenfeln beS SOBinfetS y bou foment 
©djeitel C au3 gteidjc ©Hide ab 6i§ A unb B mtb berbinbet A mit B, 
fo entftetjt eitt gleidjfdjenlligeS 5Dreted ACB. gallt man bott C auf 
AB bie ©entrecote CD unb bon A auf BC bte ©enfredjte AE, fo ifi 

A BAB ^ BCD, alfo ^ BAE - BCD = -J. gotglid) ift 

Jt 




*) S 01 unb § 62 IBnncn junfiiijft ubergangen werben; eg genitgt § 62, Slum. 1. 



* 3 )ct ft'ofhm&fal*. 
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h a = C COS 


h a — C COS ^ r 


c 7 

sin 7 — - cos ' ; 

1 a 2 



sin 7 = 

c 7 

- cos ; 
a 2 

c . 7 

= a am ; / 

2 2 



0 

2 “ 

■ 7 

a sin ' » 

2 

0 0-7 

= 2 sin ' < 
a 2 



C 

ft 

2 sin l , 

sin 7 — 2 sin £ cos 
Sfcrncr tft 

7 

2 ’ 

D 

sin 7 — 

2 sin \ cos ^ 

2 2 

a 2 

cos 7 = - 4 
a 



cos 7 

— cos (ISO 0 — 7> 

a ■ a | 




— a 

a 




a 

= i - “• ; 

a 




1 n * ■ 




a 

a, - c sin 7 2 ■ 



51 1 

7 

o sin ; f 

. 7 

c -- 2 a sin ' > 



c 

7 

2 si sin ^ ' 

a, — 2a sin- J - 



a, 

2a sin- * 

11 1 = . 2 sin 2 l , 
a 2 



u i __ 
a 

2 »in» J • 

cos 7 - 1 — 2 sin - 

i 7 

2 

2) 

cos 7 - 

1 — 2 sin 2 ^ ■ 

S)a 7 ciu bcliebiflei: 

fpi(jcr 

obcv 

ftumpfcv SBiutcl ift, fo 


Sl>2 

a 


©uppIcincHtwinfcl y ciu ftumpfcv obev fpijjcr SWiutel; fitr biefeit ift bnljev 

r 

nact) 2) cos y -,-i l — 2 sin* 2 ^ • 

Slim ift y 180 ° — y, 

— cos y, 


y .... 


«•- 00° — ' I 


cos y 
fotfltict) ift 


, v 7 

sin ' - ■’ cos ' 

/ 2* 


— cos y «=» I — 2 cos 2 ^ obt'l’ 
3 ) cos 7 -=>2 cos 2 q — i. 
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ffiec HofbmSjajj. 


§ 62. 

SJZit Jjjilfe ber gormeln 2) unb 3) beg norigen ^aragrapljeit lihtnen 
bte gnrmelit beg § 59 

o 2 = a 2 + b 2 — 2ab cos y 
a 2 b 2 — c 2 


unb cos y — 


2ab 


menu a, b unb c gtfljjete Qctljlen finb, in eine f fir logavittjmifdjc 
SJei'edjnung geeignetere gorm sebicidjt luerben. 

1. ©efet man in bte erfte fjormet fitr cos y eiit 

2 cob 2 2 — 1 bej. 1 — 2 sin 2 ^ r fo ertjditt man 

c 2 =a 2 +b 2 — 2ab(2 cos 2 ^- — 1) c 2 = a' 2 +b 2 — 2ab (l — 2sin 2 jQ 

= a 2 -)-b 2 — 4abcos 2 y+2ab = a 2 +b 2 — 2ab+4ab sin- ^ 

=(a-i-b) 2 — 4abcos 2 --i = (a— b) 2 +4ab sin 2 ^ - 

c = J / r (a + b) 2 — 4ab cos 2 c== j/"(a — b) 2 ■■)- 4ab sin 2 J 

l/" 4abcos 2 ^ ^ 1 f 

)f i—jrqV* 1,)c==(a - b) » 1 


1) c = (a + b)f 


4ab sin 2 ?! 


1 + 


(a — b) 2 


2 . ©e|t ntan in bie jiueiie ber obcn fteljenbeit ft-ormetn ffiv cos y ein 

2 cos 2 ^ — 1 bej. 1 — 2 sin 2 jo erfjcUt man 

o 2 V i a 2 + b 2 — c 2 ~ 7 a 2 + b 2 — c 2 

2 cos 2 -r- — 1 = — -—--c- - 1.-2 sm 2 i *=» 


2cos 2j 


2ab 
a 2 + b 2 — c 2 


2 


2 a b 


+ l 


: 2 ab 

a 2 + b 2 — e 2 + 2ab 

2ab 

= (a 2 + b 2 + 2ab) — c 2 
2ab 


„ . ,r . a 2 -f b 2 — c 2 
2 2ab 

_ 2ab — a 2 — b 2 -f- c a 
2ab 

__ c 2 — (a 2 + b 2 — 2 ab) 

2ab 


*) ©ettere Umformunflen § 100, 15. 



®er SoftmtSfcij}. 
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(a + b)» — o 2 
2ab 

(a+b +c) (a -]- b — c) 
2ab 


_ 0 2 — ( a _ b )» 

2ab 

(c + a — b) (c — a + b) 
2ab 


<trt _ a r (a + b + c) (a+b— < o) . ,7 (— a+b + c) (a— b + c ) 

t,os *2 " 4a b ain 2 “ 4a b 

©eftt man a + b + c =-= 2 s, 

baitll ift — a + b + O — 2s — 2a — 2 (s — a), 

a — b + 0 — 2s — 2b — 2 (s — b), 

a b — 0 --- 2 s — 2 c — 2 (s •— c), 

folglid) 


o 7 2 s 2 (s — c) 

cos- ' ■ - > ' 

2 4ab 


s (s — o) 
ab 


sin 


2) cos (s 

Sntfprcdjcub 


— c) 

ab 


2') sin 


2 7 K -2( s — a) 2 (s b) 
4ab 

(s -- a) (s — b) 
ab 

]/ (s — a) (s — b) 

" r al) 


a l/s (a — a) 

2 V be ' 

■ a l/( s ~ b) (s 0 ) 

sin 2 v be 

]/■ (»-*•). 

2 f CAi 

sin * lA" ~ 0) (R - ft) 

2 f CIL 

3. Die fitv 1 o(\avitl)mifcljc SRcdjmutg fleeipetfte govm ergiebt fid), menu 
man bic ^ormolu 2') buret) bie enttyredjenben ^ovmctu 2) biuibiert: 

•w-y .. 1/(8 — a) (u — b) . 1 

,,)tg 2 T s (s — c) s-c 

j/(s — a) (s — b) (s — c) 

t ,,« l/(s— b) (8 — c) 1 ] 

2 r s (k ft) s — a 1 

j/Ts — a) (s — bjjs — c) 

T,g 2 V 8(8 -b) s — b 1 

[/ (s — a) (s — b) (s — c) . 



Set ,ft'ofinu3fa(). 
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SBelfe 4 3tnmCr£un0 L ® ic ^ e Ie ^ ten Sormeln ergefien fid) aitd) auf folgeubc 

Slug fjigur 85, in toeldjer W bet 2KittcI= 
c pnnlt beg einbefdjriebenen SreifeS ifi, crf)iitt man 



folglitfi ift tg y = 1 - lA 8 “ a ) (§ - ^ (s ~ el 

e 2 s — c r s 

5. Stnmerluug 2. ©a uacTj § 61, 1 

sin y 2 sin ~ cos y , fo ift 

a 2 

sin y -•= - 2 \f (s b ) . 1/7 ( 8 ~ °) , 

’ ab f all 

2 , 

S1U y = ab 13 ~ a ) ( 8 — b) (s — c) . 

3tnd) § 56, 4 erijiilt man ciu§ biefcr gormct fiiv y Ainci SBccte, luflliveitb 
bte gormeln 2), 2 ) ltnb 3) einbcutig finb. 

6. ilDnngen. (Sin ©tried 311 Dercdpicu cm§ 

1) a, b, y. a) (8765,4; 7654,3; 78° 86' 14"). 

b) (817,5; 457,5; 66" 59' 28"). 

c) (122220; 91850; 48° 48'). 

2) a, b, c. a) (96096; 20097; 98175). 

b) (1968,75; 675; 2081,25). 

0) (2531,25; 1575; 2981,25). 

d) (987; 978; 982,54). 

3) 28ie grog finb bie SSintel elncS ©reiedS, bcffnt ©eiten fid) bcctialten luic 
a) 2:8:4? b) 8:4:5? 

4) SBie grog fmb bie SSinfcl eineg ©rciecfg, menu a : u: w,- = 89 : 39 : 80? 

5) (Sin ©teiecf ju bered)neu aug 

a) a, 0, so, (12; 20; 8). b) a, u, w„ (548; 444; 388,622). 



Set ftyatlctte Eangentenfajj. 
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§ 93. 

©mb jtoct ©often itnb ber eingcfd)toffenc SOStnlel gegeben, unb eg foU 
■ctuev bcr licibeit anbcmt SDShtlel beredjuet luerben, jo rnujj man nadj bem 
Sofimtgjajjc f§ 60, l| erft bte britte ©cite betedjnen unb finbet baitn ben 
gcfmtjten SBinfct it ad) bem ©inugfajje. 

SBifl man aug fttoet ©eiten unb bem etngefdjloffetten SBiniet 
uuv bcu cinen ber bcibcit aitbcreit SBintet beredjnen, ttic^t aber 
bic britte ©eitc, jo era id) t man bic§ mit §ilfe ber folgenben beiben ©dfee. 




I. 'sn bent 'Sireied ABC |ft-ig. 3(>| jeicu a, b nitb y befamit; a jolt 
bcvccljnct nievbcn. 

iUtan ffiltt non B auj AC bic ©cntvcdjte BD. 

3ft bann |$ig. 36a| 7 --'90°, jo ift 


x a sin 7, y a cos y, •/. - b — y = b — a cos y, 

x a sin 7 
tff a , 

n z I) — a cos 7 

3jt bngcflcn I'A-ig. 3<U»| 7 > 90", jo ijt 
x = a sin (180" 7) a sin 7, y 11 cos (ISO 0 — 7) *-= — a cos 7 , 

•/, b -|- y 1) a cos 7, 

x a sin 7 


tfl « 

3ft ill) 07 90", jo ift 

a sin y 
l) — a cos y 


b — a cos 7 


tg « 


l) sin y 


unb cntfbredjenb tg p = ft _y C08 / 


|©ej)ntiertcr Siangentcufajj.] 


Sbiejc T^otrmetn gotten aitd) jftr 7= 90°, ba bann sin 
in biejem ftafle getjen bic bciben gormettt ii6et in tg a = 


7 = 1, cos 7 = 0; 

b unb tg^=v 
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ffler Sangentenfajj. 


2. 2>er Sungentenfa^. 3fn jebera $>reietf oerljalt ftt^ bic Suuttnc 
irgeub jtoet et ©ettett ju bet Stffeteug btefet be then Seitcn, tote bic 
Xattgente bet tjafiien Snmmc bet biefett bctben Scitctt gegeufibetKegenbetc 
SBtnfel jut Sattgeute bet tjalben $iffetenj bicfet SBiufel, 


SBetjau^tung. 

a 4 - S a & 

(a + 1)) : (a - b) = tg J - : tg -g — 



$r' 


SBetoeiS. ©teEt man fid) bic 
©untme unb bie Siffetenj bet: 
beiben ©eiten BC = a unb 
AG = b (a > b) bar, ittbem 
man nnt 0 mit CA ben S£reie> 
ber bie SBerlfingerung uovt 
CB in D unb CB felbft in E 
fdjneibet, fo baft BD = a + 1> 
itnb BE = a — b, unb ucr-- 
binbet D unb E mit A, banu 
ift DAE = 90° ate SBinlei 
im §albtreife; gieljt man bat)er 
burdj B ju AE bie ^Saraflete BP, 
fo ift audj Z. BFD = 90°. 


S-ig. 37. 


5-erner ift ^ CDA = J ate S3afiStoinlel bes! gleidjfdjenttigen ©reiedS 


ACD, beffcn 91u§entt)inlel an ber ©pifee ACB = y ift; fotglid) ift bcv 
anbere fpifte SBinfet beS redjtminttigen ©reiecte BFD A DBF 


unb ^ ABF = a - ±J? — p = 


©3 ift batjer 


tg - 


a + p 


DF 

BF' 



-p AF 
2 BF ’ 


tg 


a + P . , a — p DF AF 
2 • ^ ' 2 ~ BF : BF 


= DF : AF 

= DB : EB, ba BF || EA, 

= (a + b) : (a — b). 

S8ft man biefe fjyormel nadj tg a —^ — auf, fo ertjfltt man 



3)te 3)bUiucibcjtl)cn gonnclit ober bcr ©auglfd^c ffio:p1ieI|a(), 
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a _ p (ft — b) tg “ + P (a — b) ctg | 

^ 2 a + b a + b 

Siteunt man baijer a, b unb y, jo bercdjnet man au§ biefer ftormel 

a — ^ unb finbct bann a unb /? au§ — 90° — uub a 2 —• 

®ic brittc ©eite c fanit man tjietauf itadj bem ©inuSfafce, nacf) toeldjem 
c : n - • sin y ; sin a, betcd)nen. 


S 64. 

©iub groei ©eiteu uitb bcr eing ejdCjlof f eue SBinfel gegeben, 
unb e3 Jolt bie brittc ©cite beredjnet tuerben (enttneber nut bie 
brittc ©cite ober aud) bie beiben anberen SBinfet), fo tnenbet man and] bie 
SERptftoeibcfdjen ^-orrnelu ober ben ©aufttfdien cut: 

(a | 1>) sin | - c cos * “ (a — b) cos J = c sin “ ” p - 

58 cm cie 1 . 3n giflut 37 ift ^ BAB- ABF - a ~ ^ ba BF :■ AE, 

BA1 ) =--- 90" + a 7 ^ Z. OEA 90" — £ . alSSBafiSnriufetbeS gleidj= 
fdjcufliflcn SrciectS ACE, beffen iiMntcl an bei ©pijj^ gleid) y ift r 
Z. AE.B 90" ■ !■ - 7 ; folglid) ift 

(u |-bi:c sin ( 00« + “ ~ : sin 

(it I- b) : o sin foo" - “ ~ : sin J. 

, « — $ 7 

(a H- b) : c cos 2 ' : sm 2 ' 

(1.) (11 -) ■ lil sin 2 - 0 cos a 2 — 

Renter ift (a - b) : o ■ sin “ “ 9 : sin (90" + |) - 
(a — b) : 0 — sin “ f - : sin (90 0 — |) - 
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$le SOtoHtoetbefdjen gormeln ober ber ©aujjlfdje 


, i \ .a — p 7 

(a — b) : c = sm — : cos ~ < 

(2) (a — b) cos g = c sin ~ ■ 


9lw8 ben beiben ©leidjungen (1) unb (2) evtjalt man burd) ©ioifum 

(a — b) cos 


tg£=i- 

1 (a + b) sin £ 


(bevgl. § 63, 2), 


^ O 

morauS - beredjnet toirb, unb bann finbet man c auS 

o _ it±W2L±r obtt 

cos |(a — p) sm i (a — p) 


®ie ber beiben Sriidje ftir c finb glciclj bem i)icitncr beg. 

3fit)ler in bem 9tu3brucfe fitr tg finb alfo fdjon auSgeredjnct ©ec- 

M 1 

fjalb faun man c leidjt bof>f>eIt auStedjnen, unb man tjat in biefer boftyeltcn 
Seredjnung bon c eine i)3tobe fiir bte SftidjtigEeit ber auSgefiiljrtcn »ied)uititg. 


Seme i3 2. Sit bem ©reieef ABC fei CD bie ^albievuugSgerabc be* 
SBinleB ACB = y, ferner fei BE I CD, AF I CD, AG || CD; bann ift 


c 
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SDcredjuung bc3 5l8d)eniuf)alteS. 


l'i \- b) sin | =i- c cos unb 

(ti — b) cos ^ -- o sin a y 

itluntflcH. 1) SPiit fiilfe bcv ftovmcln in S 63 unb 64 bit Slufaaben 
8 «0 Ubungcn 1) jit iBfen. 

2) ©cgcficu n : b, y\ gcfudjt a unb 0. (3:2; 75° 29' 56"). [Stu» 

ii : ]> — m : n fotgt (a lj) : (a — b) = (m + n) ; (m — n).] 

3) ©cgcbcu a : b, « — 0; gcfud)t «, 0 unb y. (4 : 3; 16° 15' 36"). 

4) ©egeben h a : lin , y; gcfudjt « unb 0. (3 : 5; 79° 15' 6"). 

5) ©egeben b» : lib, « — 0; gcfudjt «, 0 unb y. (5 : 12; 44° 45' 36"). 

6) ©egeben u: v, y ; gcfudjt « unb 0. (5 : 2; 110° 31' 38"). 

7) ©cgcbcu u : v, « — 0; gefudjt «, 0 unb y. (45 : 28; 26° 13' 8"). 

8) SBMdjc 2lufgaben !anu man rnit .jpilfe be8 £angeutenfabeiS IBfen, menu 
man in bet govmet fiiv bcufclbeu alb unbefauut auffafft a) bab lefjte ©lieb? 
bl bob Ocu'lc(UcV c) ba§ jiucitc? d) bab crftc? 

9) Sbcldje s 3Iufgnbcn tnnn man mit ben SKolllueibefdjen gfotmeln ($ 64) 
liifcn, Incuu man biefe in ffitojuKtioucu uniform t unb banu alb unbefauut auf* 
fnftt a) bnb tcjjtc ©licbV li) bnb uortcjjtc? c) bnb jgocite? d) bn§ cvfte? 


S fib- 

®ctcd}iuutg bc$ fJlftdjcuinljaltcS ber ®veiede. 

I. ©cgcbcu to c i ©citeit unb bet eiitgcfdjloffene 28 infel,a,b, y. 
©b ift K — Igh. 



li -■* 

ftlfl. 39 a. $lfl. 39 b. 


Sftinimt man batjex bie cine bet beibeit gegebenen ©eiten, j. 33. a, ate 
©runbfeitc unb bejeidjnct bie pgcljBtigc £)iifje mit x, fo ift 

F ■■■■■ lax. 

Uiun ift abet x b sin y , 

fotglidj ift F =••■ J alb sin y. 

©benfo ergiebt fid) F — Ibc sin a unb F lac sin 0. 



94 


SBetecfinung beB fJIttdjeivlnljaltcB. 


©et gflftdjeninljatt eine? ©reiecES i ft gletdj beiu t) alb eu 
fptobulte an? jtoei ©eiten unb bent ©inu? be? eingcfctjtoffencii 
SBinlelS. 

3Iuf biefen ©afc ge£)t man in alien itbtigeu fallen jutiUf, inbcm man 
au§ ben gegebenen ©tiicEeit ^toei ©eiten unb ben cingefdjtoffcucn SBinfel 
beredfnet. 


2. ©egeben eine ©eite unb bie SBinlcl, c, a, p, y. 

SHad) 1) ift P = -J-cb sin a. 

Sn bem SCitSbtucEc fiir F ift b unbelannt; ba man abcr <*,, a, p , y 
ferntt, fo !ann man b nadj § 58, 1 beredjnen. SDian ertjfilt 


b : c = sin P : sin y , 

b “ a £y'> ^ 


F = 


c sin P 
sin y 


sin a , 


F = 


c 2 sin a sin p 
2 sin y 


©ntfpretf)eitb: 


F = 


a 2 sin p sin y 
2 sin a 


mib 


F 


b^sin y sin a 
2 sin p 


3. ©egeben jtoei ©cite n unb ber bet gtfSjjeveu non beibcn 
gegenitberliegenbe SBinfel, a, b (a> b), a. 

SJtacfj 1 ) ift F = 4 a b sin y . 

Sn biefem 2Iu3btucfc fiit F ift y unbefannt. fllact) S 58, 2 faun man 
abet y au§ a, b, a beredjnen, iubem man jun&djft auS 

i . „ . . . b sin a 

a : b = sm a : sm P obet sin P — 

a 

p bctedjnet unb bann y an? 

y = 180 °— (a + p). 


4. ©egeben jtoei ©eiten unb bet bet fleineten bon bcib.cn 
gegeniibetliegenbe SBinfel, a, b, (a>»b), p. 

Stad) 1) ift F = 4 ab sin y . 
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SBcrcdjmtng beS gifidjeulnt)alteS. 

'Scu nnbcfantitcn SBiitfel y finbet matt aus a, b, ft ittbem man junftdjft 
nitct a : b gin a: sin /9 obct ain a = a ~£~^ ben SBtnlel a berecf)ttet 

nub bctitu y nuS y 180° — (a + ft. 

dJian crt)fitt nad) § 58, 3 fitr a unb bamit aud) fitr y unb fftt F 
teinett, ciiteit obev jtoei SDScrtc, je nadjbcm 

a s ;; j t > i obct a ^ = i. obet < i ift. 


5. CSJ c ci c b cn bic beet Scitcn, a, b, c. 

?IuS F -- | til) ain / 

Uttb sin 7 - ^ y s (h — a) Is — b) (a — c) [§ 62, 5litm. 2 ] 

crfliebt fid) bic fdjou nu« bet ^tanimetrie bclanntc gornel 
1 ? y a (H — ft) (a — hi (a — c). 


6. ilbunnen. ©en Jlncljiniinljatt eincS ©reiedS ju bcredjnen anS 

1) a, b, a) (99,126; 33,33; 37" 15' 12"). 

b| (57,565; 45,75; 130° 39 10 ). 

2) c, «, ft ft) (32,569; 67° 56' 30"; 56° 45' 15"). 

h) (19,5373; 46° 35 40 ; 40° 24 20 ). 

3) a, b, «. ii) (94; 42; 129° 58 39 • ). , 

b) (19,825; 6,6662; 127° 12 53 ). 

4) ft, 1», ft ft) (32,1; 12,3; 11" 20' 16''). 

b) (97,5; 57,9; 25° 4 57 ). 

c) (178,76; 44,003; 14° 15). 

(1) (17,4; 12; 43° 36' 10 ). 

o) (54,32; 23,45; 35" 45 80 ). 
f) (39,5; 12,75; 20° 45 15 ). 

5) ft, b, c. ft) (71,06; 40,8; 81,94). 

b) (41,6: 21; 46,6). 
c. (10; 17; 21). 


S G(i 

(Sinifle anbete fd)ou aus bcv Spianimetrie belannte gormetn fitr F cr 
tyutt utan auf fotgenbe SBeifc. 

1. SlttS 2 r sin 7 = o § 57, 2 

Uttb ab sin 7 =“ 2 F § 65, 1 
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SBeredjnuufl beS S’tfldjenintjalteS. 


folflt 


2r c 

aV — 2F' 

abc abc 

4 ^ 4 Vs (s — a) (s — b)|s — c) ’ 

F = ~- SBer fl L § 9. 


2. 5ft W ber SD^ittelpuitJt beS bem ©reledf ABC einbefrtjriebeneit $veifci$ 
itnb A' ber S8eriiljTuvtg3(3imft bicfeS .ftreifeS mit ber ©cite BC = a, fo ift 
WA' = q, Z. WCA'= \y unb CA' = a — c (plenum. S 101, 222); 
folgtidj ift 

P._ = +(r 7 
s — c ^2 

P = (S — C) tg | • 

m § 62, 3 ift tg | = s - 


fotgtidj ift 


g y r (±—. a i.( a —}!)Ji_— c) 

= 1 y S (8-a)( S — b) (s — o) , 
s 

F 


Q - 


®ntfprect)eub ergiebt ftcl) 

Pc = •„ L y"s (s — a) (s — b) (a — c) , 
s c 

F 


po = 


s — c 


^ 

pa = g V a !> — a ) ( s — b )( s — o) , 

F 


P a = 


s — a 


^ 

Pb = Vs(s — a) (s — b) (s -c), 


Pb = ; 


F 


a — b 


«tfo F = ps = p 0 (s — c) = pi (s — a) = pi,(a — b). 



©u8 Setjnenutered. 
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§ 67. 

Setedjnuttg be8 ©ef)nenbierec(8. 

1. SESeitn bet 9tcibin3 be§ bern ©ctineniriered; ABCD umbcfdji'icbenen 
.Streifes mit r bejeieljtiet toirb, bic ber ©eite a gegenftberliegenbcit IhnfaugS- 
ttrittEet ACB unb ADB mit a', bie ber ©cite 
b gegcuiibcrliegenbeit UmfaitgStoinM BDC 
unb BAC mit /?' u. f. n>., baitn ift nadj 
5; 57, 2 a = 2 r sin a', b = 2 r sin. /S', 
c - 2r sin y, d 2r siu d', e = 2r aiu/9, 
f ==■-- 2r siu a, folglid) ift 

a b c d u f 

sine' siu/9' sin/~sind' siu/S siu a ' 

l Tier ©tmtSfajj bc-3 ©eljttenbicredft) 

2. ®a a + y 180°, alfo 

cos y - — cos a ift, fo ift nad) § 59 

f- a 2 |- d 2 — 2 ad cos a it lit) 

f 2 — b 2 -(- c 2 |- 2 be cos a. 

©Iimiuicvt man auS bicfcn beibeit ©teidjuiigeit t" 2 , fo ergiebt fid) 

u 2 + d 2 — b 2 — c 2 
2 (nd | be) 



Wfl. -Ul- 


cus a - 


(®cr SJofinuSfajj beS ©etjucimicrcct-S.) 


©iefe fjovmel faun man mie in §02 umformen, inbem man fiiv eos« 


entmebev 2 cos 2 2 — 1 ober 1 
fefjt. SDiait credit bnnn 

a 


2 sin 2 ^ Hllb u | b | c 


d — 2s 


cos 


1 f (S — b) (s — c) 

V ad I- be 


. . a l/(H — ft) (s — ill 

ltnb sm — - y 


lid I lie. 


folglid) ift 


* j .» i/t- fj±- '•) „ nb 

6 2 r Is — b) (s — c) 


) (s - o) 

sin a ad "V^ (» — ») (s — b) (s — c) (s 


d). 


Jffiir ben fjlftc^cnintjntt erl)dlt man [oergt. § 13, 2J 
F } ad sin a + *bc sin a — V^s -’a) (s'— b) (s — c) (s — d,|. 

ftamfil^Wocbet, SCrlfionometrlc, ttmarfielhmg. 7 
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ftbmtgen. 


©ttminiert man au§ ben beiben oben ftit f 2 3 * * * ertjaltenen ©letdjiutgen 
cos a, fo ergiebt fid) ber in § 13, 1 gefunbene SCuSbrud 

*■ - ( “ + ^t +ci> “ k ■»««* - - H 

2tu8 f = 2 r sin a unb betn fitr sin a gefunbenen SCuSbrucf f olgi 

r _ t ) / ( ab + cd) (ao + bd) (ad + boj 
* V (s — a) (s — b) (s — c) (s — d) 


§ 68 . 

ttbungen. 

1. ©in ©reted ju berei^nen ou8 

a) a : b, a, c. (60 : 11 ; 79° 36' 40"; 61). 

b) a: b, a, ho. (24 : 7; 78° 44' 23"; 6,72). 

c) u:v, h 0 , a. (116: 89; 400; 64° 39"). 

d) n, v, «. (15; 13; 67° 22' 49"). 

e) ho, o, (S. (12; 67° 22' 48"; 36° 52' 12'). 

f) h 0 : a, b, h a . (4 : 5; 130; 112). 

g) a + b, h 0 , <*. (165; 60; 67° 22' 47"). 

h) a — b, ho, p. (175; 300; 400). 

i) u, a, p. (766,68; 64° 39"; 34° 42' 29"). 

k) a, u, y. (20; 12,7273; 75° 45'). 

l] c, r, «. (615; 322,625; 64° 89"). [§ 57, 2.] 

m) c, r, « — j3. (56; 82,5; 14° 15' 1 '). 

n) c, r, h ft . (84; 48,75; 67,2). 

o) a + b, r, «. (112; 32,5; 67° 22' 49"). 

p) a — b, r, «. (21; 32,5; 36° 52' 12"). 

q) h 0 , w r , y. (600; 652,33; 66° 59' 25"). [Z, (h 0 w y ) == |(« — |3j.J 

r) h 0 , w 7 , b. (12; 12,4883; 13). 

2. Sort ber @de O etneg ©reiedS ABO ifi und) ber ©cite AB cine 
©erabe CD gegogen, toeldje belt SBiitfel ACB im Scrhattniffe 3:2 teilt 
(Z ACD : BCD = 3:2). S35tc grofj ift CD, menu 

a) a = b = c = 50? b) a = b = 988,48; or = 54 u 24' 15"? 

c) AD = 25,126 cm; or = 56° 47' 56"; p = 45° 55' 58"? 

d) AD = 250 cm; b = 118,335; y = 167° 14' 10"? 

e) a = 95,176; « = 120° 36' 40' 7 ; p = 35° 25' 15"? 

f) c = 74,823; or = 85° 54'; (3 = 45“ 20' 80"? 

3. 2Bte grofj finb bie Seiteu biefeS ©rciedg, menu 

a| a = b = c; CD = 859,48 cm? 

bl a = b; CD = 98,73 cm; « = 80° 40' 37,5"? 

c) CD = 85,428 m; a = 59° 59' 21"; p = 59° ll"? 

d) - CD = 22,284 m; or = 38° 12' 47"; p — 21° 47' 18"? 

! e) AD =;396 cm; CD = 889,93 cm; y = 110°? 



ftbungen. 
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4. 5)ie fibrigen ©tiicfe eineS 5PnvalIelograjnm8 ju berecfjueu «us 

a) a, «, Z. (af). (946,65; 100° 20' 80": 51° 54' 24"). 

b) a, «, ^ (ae). (428,4; 54“ 14' 40": 80° 80'). 

e, «, z: (ae). (166,33; 54° 29' 45''; 25° 30' 45"). 
il) f, Zl (af), Z (bf). (79,345; 59® 8 '; 70° 56' 15"). 

e) a, e, «. (236,67; 500; 79° 39' 80"). 

f) a, f, s; gefud)t e. (225; 261,864; 82“ 51'). 

g) a, e, e; gefudjt f. (47,888; 200; 27“ 45' 8 "). 

5. $te itbrigen <3tucle eiueg SErapejeS 5 U beredjneu auS 

a) a, 0 , «, )S. (1000; 181,6; 75° 44' 20"; 50° 47'). 

b) a, b, c, «. (1284; 999; 538; 77° 9'). 

«) a, 1), il, (3. (992,725; 889; 988; 68 ° 55' 10"). 

<l) a, cr, |3, Z, (ae). (256,5; 48“ 20 ' 88 "; 45 ° 45' 20 "; 20“ 59 ' 20 "). 

ti. ©in ©rcicdt ju krccTjncii cuts 

a) a, b, « — p. (545; 305; 46“ 12' 45"). 

b) a : b, c, y. (7 : 6 ; 91; 59° 24' 26"). 

<:) a : It, li 0f « — (S. (7:5; 41,616; 19“ 51' 37"). 

d) u : v, b„, y. (13 : 12; 22,857; 52“ l' 12"). 

«) a I- b, «, (3. (165; 67“ 22' 48"; 36“ 52' 12"). 

f) u — v, ctf (3. (5; 67“ 58' 33"; 52“ 37'). 

g) (■; b 0 , «. (918; 540; 79“ 36' 40"). 
b) ha, lib, (63; 96,928; 75“ 45'). 
i) ha, p, (3. (56; 45; 53“ 7' 49"). 

k) h a , he, p. (63; 60; 80). 

l) a I- b, a : b, y. (130; 7 : 6 ; 59“ 24' 27"). 

m) a — b, lia : h b , y. (50; 5:7; 87“ 10 ' 59,5"). 

11 ) hb -I- ha, a, 1). (31,9846; 20; 13). 

<>) hi, I- ha, F, a. (120,615; 2100; 75). 

p) a : b, ha -|- li b , « — p. (109 : 61; 782,37; 46“ 12' 45"). 

q) a, w ,., y. (928; 650,29; 72“ 23' ll"). 

r) n, a, p. (841,24; 1940; 47“ 55' 30"). 

a) w,. r h b , y. (21,748; 66,621; 117“ 20' 33"). 

1i) a, 11 , ho* (58; 34,8; 40). 

u) h, He, n. (125; 75,619; 20“ 36' 35"). 

v) e, hb, Bo. (77; 71,729; 78,652). 

w) a f b, a, y. (121; 75; 46“ 23 50"). 

x) a — b, c, y. (184; 368; 117° 20' 33"). 

y) a - 1 - b, c, « — (3. (482; 244; 138“ 36' 45"). 

16 ) a - ]), c, a — p. (103; 309; 29“ 18' 10"). 

z') a + b, 0 , r. (104; 52; 51,7857). 

z") a — b, 0 , r. (23; 75; 51,7857). 

7. ®ic iibrigen ©tiicEc eineg ^ataltctogvaiumS jit fievccfptcu gug 

a) a, b, a. (675; 360; 88 ° 2' 52"). 

b) a, e, Z (ae). (75; 105; 26° Z). 
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Ubungeit. 


c) e, f, £. (178; 172,8; 26° 18' 40"). 

d) a, b, f. (999; 499,5; 866,16). e) a, e, f. (17; 30; 16). 

8. 2)ie u&rigen ©tfldCe eiiteg ErapejcS ju bcrcijjncn aug 

a) a, b, «, p. (133,2; 55,5; 65° 15' 10"; 54° 54'). 

b) a, b, c, p. (108,9; 59,4; 70,817; 64° 25'). 

c) a, b, c, e. (781,25; 218,76; 584,34; 750). 

d) a, b, e, a. (80; 72,111; 60; 100° 53' 36"). 

9. ®ie fialbmcjjcr brcier Strife, bon beiten jebcr bie beibcn mtbcvcn bon 
aufjen beruljrt, finb 5ej. a cm, b cm mtb c cm long. SBic gvof) finb bie 
SBfnfel beg ®reieig, beffen Scfert bie SOiittelpnntte bet Srcife finb? a = 5; 
b = 10; c = 15. 

10. SBie grofj finb bie ©eitcn unb SBinlel be§ ©rcicifS, beffen ©cfen 
bie SBeriHjrunggpnttlte ber brci Sreife bet borlfctgrijenbcn Shifgnbe finb? 


11. ©in $reiec£ ju beredtjnen ctn8 


a) F, a, b. (2016; 80; 52). b) F, a, y. (3060; 109; 66° 59' 24"). 

c) F, ho, «• (1134; 36; 67° 22' 48"). 

d) F, a, p. (84; 67° 22' 49"; 53° 7' 48"), 


ab = — • a = _ sin « 

sin y 7 b sin ft 

e) F, ab, a. (4920; 10324; 64° 39"). 

f) F, a : b, y. (24720; 281 : 178; 81° 16' 52"). 

S) F, a + b, y. (84; 28; 59“ 29' 21"). 

h) F, a — b, y. (3160; 35; 75° 45'). 

i) F, c, y. (3060; 102; 66“ 59' 25"). 

r 2 f 

l x) ab = STy ; 2 ) ° 2 = ( a + b) 2 — 4 ab cos* | (§62). 


k) F, a + b, c. (84; 28; 14). 1) F, a — b, c. 
m) F, a + b + c, y. (72,308; 39; 59° 24' 30"). 


(10924,3; 


50; 


210 ). 


12. ®en glfidjeninljalt einci iParallelogtammS p bctodjnen mist 

a) a, b, «. (75,25; 20,165; 41° 13' 28"). 

b) a, e, zl (ae). (125,75; 12,125; 39° 46'). 

c ) a, ^ (ae), ^ (be). (33,03; 55“ 35' 40; 64° 24' 20"). 

d) a, e, p. (90,5; 9,9; 142“ 14' 12"). 

e) e, f, e. (23,026; 18,8; 130“ 40' 10"). f) a, e, f. (46,6; 83,2; 42). 

13. 5Den glfidjeninljdt eineg i£ta()eje3 ju beredjnen on? 

&) a, b, c, p. (48,395; 39,125; 14,105; 54“ 52' 23"). 

b) a, b, c, «. [man &ief)e burtfi C ju AD bie ifSataMe.] e) a. b, c, d. 

d) a, c, «, b = d. (29; 11; 65“ 46' 21"). 

e) a, h, a, b = d. (220,75; 23,5; 48“ 38' 21"). 
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14. Ecu SlSdjcuinljatt eineg SBierecfg ju bere^nen ang 

a) a, d, o, Z. (ae), ^ (de). b) e, ^ (ae), ^ (be), ^ (ce), ^ (de). 

o) a, b, c, d, e. d) a, b, d, e, a. e) a, b, c, d, Z. (ae). 

Vi o' +•' C ' d i'm a ' ■ $ b ' °L ^ ^ a ' c ' e < f ' f 3 - *) a - b / c / 6 > f - 

Jc; 0, i, e. LSBegctcIjnet man ben etnen bet beiben Seile bon e unb f mit 

x beg. y, fo ift 

F ~ i- sin s_ [xy + x (f — y) + y (e — x) + (e — x) (f — y)] u . f. f. 
Dbcv man gietjc butclj bie (Sden beg SSierccEg git ben Siagonaten bie SJatatteleit] 
5 il i l’i “f & y- [SEBic bie friiljcrcn 9Iufgabeit: ober man berliingete BC 
nub Ai) in* jh intent ©djuittpuntte E unb bere^ne ben gtftdieninbatt bDn 
A HE unb CUE. | 

m) a, b, c, p, y. n) a, c, a, p, y. 

") ®en fflddjcnintintt cincg SQictccfS au§ ben bier ©eiten gu beredjnen, 
lucmt gitjci gcgcnubcrticgcnbc SBiufet eiuanber gleid) finb. [Man briidEe bie 
bjefen SBinfeln gcgeniibctliegenbe ®iagonate ang jebem bet beiben burdj 
bicfclbe entftanbenen (Dreicde bind) gtuci ©eiten unb ben eingeftbtoffenen 
SBinEel aug.l 


§ < 39 . 

iibuugni. 

1. (Sine M'l - a ft bon a kg foil in gloei ©eiteuMfte gertegt merben, luelcbc 
mit bet gegebnicn Shaft bie SBintcl a unb p bilbcu. a = 34,621- 

« - - 45" 1!)' 35"; p = 34" 40' 25". 

2. 3mei Shfifte mitten nuf cincii mntcrietlcn f^untt unter eiuem SJinJel 
a ; bie cine ift gtcidj a kg unb tnlbet mit bet Mittclfcaft ben SBiutet p. SBie 
flvofi ift bie anbetc ©eitenfraft, bie Mittcttraft unb bet SBiutet gmifcbeu ben 
beiben left term? a ■= 44,37; « = 60° 54' 54"; P = 10° 3' 57. 

3. $mei M'tiifte bon a kg unb b kg mitten auf cineu SOtnffenpunft unter 
einem SBinfel « ; mie grofi ift bie Mittetfraft, nub metdjc SB inlet bitbet biefetbc 
mit ben gegebeueu Shiiften? a = 27; b = 15; « = 80" 24' 22". 

4. (Sine Shaft bon a kg foil hi jmei ©citcntrtiftc gertegt metben, bon 
beucit bie cine b kg betriigt unb mit bet gegebeueu Shaft ben SBiutet a bilbet. 
SUSic grofi ift bie nubere ©citentraft, unb meldjcu SBiitfct bitbet fie mit bet 
gegebeueu Shaft? a — 99,95; b = 90,75; a = 56° 4' 20". 

5. (Sine Shaft bon u kg fotC in gmei ©citeulrclftc bon b kg unb c kg 
gettegt metben; lucid) c SBiutet bitben biefe ©eitentrtiftc mit bet gegebenen 
Shaft? a = 18; b = 24,25; c = 16,25. 

6. $mel fpuntte tiegen mit bent gujje cinet a m tjotjen ©dale in bet= 
fetben ^Dtigontatcbcue unb auf betfclbctt geraben flittie; mie mcit finb biefe 
Hiimttc bou einaubet cutfernt, menu fie bon bet ©fnjje bet ©dule untet ben 
®ef)rcffion8roiitfelu a unb p etfdjeinen? a = 16,5; a = 20" 25' 30"; 
p — 10« 80' 46". 

7. Urn mie biel ift etn ©djornftein ertibljt, menu bet obetfte unb bet 
untetfte fpnnft bet (StfjiJIjimg bon einem ff3unlte, bet in bet ^brigontatebene 
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ilbuitgen. 


beg grujjeg beg ©djornftemg Iiegt uttb a m bon bem gujje entferut ift, miter 
ben Elebationglbinfeln a unb jS erfdjeineit? a = 19; « = 45° 85' 45"; 
(3 = 80° 20' 15". 

8. 8tnf einem Serge fteljt eine ©Me; man fjat bon ehxem a m bcrgab* 
totirtg gelegenen Spunlte bie $81jentuin!el ber ©pi#e unb beS gufjeg bcr ©tilde 
gleidj a unb 8 gemeffen. SBie bodb tft bte ©ftule? a = 189,98; 

« — 42® 80' 45"; P = 86° 66' 45". 

9. 2Iuf bem Slbljange ebteg Sergeg fteljt ein Eurm, bcffen |>BIje beftiinmt 
tuerben foil; mmt mifjt Ijietju bom gujje beg Nutmeg ben Slbljaitg ginauf cine 
©trede gleidj a m imb tn bem ©nbpunfte berfelben ben ^jiHjenlointel bcr ©pifee 
gleidj a unb ben Eiefentoinfel beg gnfjeg gleidj 6. a = 74,18; 

o = 8° 45' 80"; (3 = 19® 80'. 

10. Um bie .giBlje eineg Nutmeg ju berec^nen, jit beffcn gfujje mnu itidjt 
gelaitgen fann, mifjt man in bet ^origontalcbene beg gufjeg eine ©taublinie 
gletdb a m, beren SerlBngerung ben Eurm treffen miitbe, unb in ben (Sub* 
punften berfelben bie $Bljenh)iUfel « unb (5 bet Eurmfpijje. a = 62,83; 
« = 62° 50' 40"; (3 = 86° 25' 20". 

11. Sttei fenfredjt fibereinanber liegenbe genfter eineg |>aufe8, bag an 

bem einen lifer eineg gtuffeg fteljt, finb a m bon einanber entferut; am anberen 
Ufer gerabe gegeniiber fteljt ein 5|3faljl auf berfelben ^orijontatebenc, auf tocldjev 
bag $au8 fteljt; bie Eepreffiongfoinfel bon ben fffenftern nadj biefem Sfaljlc 

finb gleid^ a unb (3. SBie breit ift ber fjftufj? a = 4,7; a = 13° 85* 20"; 

(3=9® 27'. i 

12. Slnf ber ©pijje eineg Sergeg fic'Qt ein a m Ijoljer STugfidjtgtimu; 
bie ©pijje unb ber Sufj beg Eurmeg erfdjeinen bon einem ffhmfte, bcr in bcr 
^Dtijontalebene beg gufjeg beg Sergeg Iiegt, miter ben EIcbationgluintcIn 
oi unb (3. SBie Ijodj ift ber Serg? a = 82; a = 33° 17' 45"; (3 = 81° 5'. 

18. Son ber ©pijje eineg Sergeg unb bon einem a m fcntrcdjt unter 
ber ©pi^e gelegenen f|3unfte beg Sergeg erfdjeint ein in ber ^orijontntebeue 
beg Sufjeg beg Sergeg liegenber 5)3unlt unter ben Eeprcfftongtoinfeln a unb §. 
SBie Ijodj ift ber Serg? a = 189; o = 42® 17' 20"; (3 = 87® 29' 60 . 

14. Slnf einer §orijontalebenc fteljen atnei Efttnte, bon bcncit ber cine 

a m Ijodj ift; bon ber ©pi^e biefeg Eurmeg finb ber ©lebationglbinfel ber 
©pifce beg anberen gleidj a nub ber Eepreffiongminfel beg gufjeg beg anberen 
gleidj (3 gemeffen. SBie god) ift ber jjweite Eurm, unb Jute grofj bie ©ntfernung 
ber beiben Eiirme? a = 82; a = 10® 16' 80"; (3 = 46® 15' 15 v '. 

16. SBie gro| ift bie Sreite eineg fjtuffeg, menu biefelbe bon einem a m 
fiber bem SBafferfpiegel beg gluffeg befinbliajeu genfter eineg $aufeg, IneldjeS 
b m bom glnffe entfernt ift, unter bem SBinfet a erfdjeint? a = 12; b = 40; 
o = 8® 32'. 


16. SDlan fann bie (Sntfemung sfoeiet Drte A unb B nidjt bireft meffen; 
um biefelbe ju beftimmen, unfit man 

a) bon A aug eine ©tanblinie AO gleidj a m unb in ben Smitten A unb 
0 bie SBinlel BAC = a unb BOA = (3. a = 878; « = 81° 4'; p = 58® 2'. 
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b) bie ©ntfernungcn eineg fpunfteg 0 bon A nnb B, toelcEje a m unb 
b m bettagen, mtb ben SBinlel ACB gteidj a. a = 537,89; b = 825: 
« — 65° 30' 30". 

c) bon einem tfiunfte C, ber mit A unb B auf eiuer ©crabeit liegt, eine 
a m tange ©tanbtinie big D unb bie SCBiitfct ACD gteidj a. ODA = 8 unb 
GDB — y . a = 311; a = 120° 35'; (3 = 35° 45' 30 ; y = 87° 80'. 

i) 0 tiegt jtoifdjeu A unb B. a) 0 tiegt auf bcr SSertilngerung bon AB. 

d) eine bctiebigc ©tanbtinie CD gteid) a m, toetdje mit AB in berfetben 
Gsbene liegt unb AB nidjt fdjneibet, unb bie SBinfel ACD = «, AOB = 6, 
ADC = y unb BDC = 5. a = 275; « = 48° 57' 40"; 8 = 30° 25' 10 ; 
V — 52° 50' 45"; 8 = 140® 46' 25". 

17. Uni bic §Ut)c eineg Surmeg, jit beffcu Sufic man nidjt gelaitgen 
fann, ju beftimmcn, ntifjt man in bet jRarijoutatebeuc beS Sufieg elite bellebige 
©tanbtinie AB gteid) a m, in A ben ©lebationSibiuIct ber ©pipe be§ SCitrmeg 
gteidj a unb auficrbcm bic SESiiitct, toetdje bie ©tanbtinie mit ben SBijlerltnien 
Don iljren beiben ©nbpunfteit A unb B nadj bent Sufie beg tturmeg btibet, 
gteid) (3 unb y. a = 98,8; « = 85® 29' 65"; |3 = 30° 30'; y = 56° 
35' 20". 

18. 5fn ber ^orijontolebcne beg fjufjcg eineg a m tjopen Sturmeg liegen 
jtnei Bunfte, beren ©ntfcrnuug bon einanber bcftimint hjerben folt. 2Jtan 
raifit pierju bou bet ©pipe bic $)cpreffiougminfcl a unb (3 ber beiben tJJuufte 
unb ben SBiufel y, lucldjcr gcbilbet luirb burd) bic SSifiertinicn 

a) bou ber ©pipe mid) ben beiben ifiunltcn. a = 33; a == 12° 42' 32"; 

(3 = 17" 27' 27"; y = 44° 55' 36". 

b) bom Sufic nadj ben beiben fBunttcn. a = 30; a — 12° 59' 41"; 

0 = 16« 41' 57"; y = 35® 5' 13". 

19. 9lnf bem Slbfiangc eineg ©ergeg ftcljt cin SEurni AB. 9Jian mifit 
bom Sufic B begfelben ben Slbljang tjinab bic a m langc ©toubtinic BC unb 
in C ben SBinEct BCA gteid) or, feruer bon C au8 in berfetben SRidjtung lociter 
bie b m tange ©tanbtiuic CD unb in D ben SEBinfct BDA = (3. SBie pod) 
ip bcr Sturm? a = 75; b = 50,25; « = 30® 25' 20"; j3 = 21® 20' 30". 

20. Urn bie .jjibpc eineg nuf bem Slbpmigc cineS ©ctgcS ftcpeubeu Sturmeg, 
^it beffeu Sufic man nidjt getangeu fann, 311 beftimmcn, mifit man ben Stbpang 
pinab cine a m lange ©tanbtinie, beren SBertilngerung burd) ben S u fi bed 
tEurmeg gepen toiitbe, in ben beiben ©ubpuiiEten ber ©tanbtinic bie fpiipcns 
icintet bcr ©pipe gteid) « unb (3 1111b iit bem oberen ©nbpuitfte ben $i)l)eu= 
minfel beg Sufieg gteid) y. a = 61; « = 55® 45'; |3 = 45® 30'; y = 30® 45'. 

21. Urn bie §ope AB eineg Ifiuutteg A iiber einer ^orijontalcbenc ju 
beteepnen, mifit man in biefet ©bene bie ©ntfernungcn breicr nuf einer ©etaben 
licgenbeit SBunfte 0, D unb E bon einanber, CD gteid) a m unb DE gteid) 
b m, unb in 0, D unb E bie ©tebationgrointcl «, 8 unb y beg tpuutteg A. 
a = 120; b = 114; o = 22® 30'; (3 = 80® 16 ; y = 28® 45'. [SDritrfe 
BC, BD unb BE burd) AB unb bie gegebenen SBinfet aug, ferner ODB 
in bem SDreied ODB unb feinen SKlebentoinfel EDB in bem SDreied EDB biirdj 
bie brei ©eiten.] 
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flfiuttgen. 


§ 70. 
ilbungen. 

1. 3u betneifen, bafj 

a) P 2 _ q 2 = a 2 _ b 2 [§ 2.] 

b) p : q = tg a : tg p. [sjilbe — nub 110 ■ 

L 4 P j 

c ) (P + a) : (p — q) = sin (« + /?) : sin(«— /3). [plenum. §101, 100-1 

ft (a + b) : c = cos “ ~ : cos |'g (54J 

e ) (a + b) : (p — q) = sin - : sin - ~ ? • [Slug c) nub d) tmb 

§ 61, 1) obet Qug ber ^igur.] 

f) (a — b) : c 

g) (a — b) : (p — q) = eos a -±J . cos “ ~ ft 

2 2 


. a — I 3 . a + 3 

= sin — - »— : sin ~- r . 
2 2 


5 £ ~ : C ! = sin (“ - ft •• sin (« + /5). [d 

,< ( p „ — 50 : c = am (a — (S) : sin fa + £). [h' 

/ ' : sin ( a — 


b«j:(p-q )*-*{.+% 

1 ) ba 


ft- 


itnb a). | 


b sin y = c sin p = a = 2r sin /J sin ,, 


b b = c sin « = a sin y = b “ = , 2r sin y sin «. 

ho = a Bin (3 = b sin « 


sin « sin p 

' sin y == 2r Bin “ 8 “ l ft 


m ) P == a cos ^ = 2 r sin c cos p. 
q. = b cos a = 2 r cos « sin B. 

n) hb + h a = c fBin a -f- sin (3). 
hb h a = c (sin a — sin ft). 

°) hb + h a = (a + b) sin y. 

BE = h b h 7Dn h F = ^.a a 4"n ^ luan iln ®«ied ABC ail 

2 = tti “»* '-Sm - ir- ”r«i 

+ (3 a — B 

Sin — — C. 00s r . 

2 2 


p) bb + h a = 2c sin '^r r cos “ - i\ [ 0 ) u „b d).] 


hb — h a = 2 c cos 


K + P . a — 0 
2 Hm ~ 2 ‘ 
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ttbuttgen. 

q.) hb 2 — h B 2 = c 2 sin (a + p) sin (a — /3). 

r) (h b + ha) : (h b — h a ) = tg : tg ~1 = (a+b):(a— b). 

s) c: (u — V) = tg “±i : tg “-A [u : v = a : b.] 

t) (u — v) : (a — b) = cob a -^ : cos 15 • [b) ltnb f) obet 

'JMcinim. § 101, 115.] 

u) (u — y) : (p — q) = cos 2 “ + P : cos 2 “ “A 

a 2 

v) (n — y) : (a — b) = (a — b) : (p — q). 

w) p — q = 2r sin ( a — (3). [plenum. § 101, 100: 

(P — q) •' a = sin (« — (3) ; sin a unb a = 2rsino. 

Dbcr ^lanim. § 101, 226 nuS A CMC'.] 

x ) (P — q) 2 = a 2 + b 2 — 2ab cos (« — (3). ppianint. § 101, 100.] 

y) sin i« + (3) = sin a cos |3 -|- cos a sin j3. 

sin (a — |3) = sin o cos (3 — cos a sin |3. [9tu8 m) unb 

c = 2r Bin y = 2r sin (a -\- (3) beg. w).J 

, . o . a -}- S a — B 

z) sm a + sin (3 = 2 sin cos ■ 

2i Z 

sin « — sin ft = 2 cos a ' ^ sin * ^ • [nj unb p)J 


2. @iit SDrcicdE gu bcrcdjnen au£: 

a) a -h b, p — q, y (a — fi). 
c) a 2 — b 2 , c, y (a — P). 

0) P, q, 7 (« — P)- 

g) lib + h B , p. 

1) hb 2 — b a 2 , <v, p. 

1) a -|- b, hb + h a , a (a — (3). 

n) a + b, hb — h a , y. 

p) a, hb + ha, y. 

r) n — v, a, (3. 

t.) u — V, a — b, y (a — /3). 


b) a 2 — b 2 , a, (5. 

d) p 2 — q 2 , or, p. 

f) a 2 — b 2 , p — q, y (« — P)- 

h) hb + ha, C, y (or — (3). 

k) hb 2 — h a 2 , c, y (a — P). 

m) a — b, hb — h a , a — p. 

o) a — b, hb + ha , y. 

q) a + b, h a , y. 

s) n, v, y (« — 0). 

u) u — v, P — q, y (« — P). 
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B. ^oniomcftic. 

L ©rJUiirratgen ber trigmtometrifdjett _#uuktioiicn Mitbiger MHttkel nub- 
^Utbermig bet ^othttonen burd) Jtobemug bed ttHiihels. 

§ 71 . 

©rElitrung. ®ie ©onioroetrie ift bte Seljrc bon ber Seftimnumg. 
ber SBinEel bituc£| SSetljfiltniffe bon ©treden, bie f. g. trigoitometuifdtjcn 
(goniotnetrtfdjen) fjunttionen (JEreiSfunEtionen, SBinfetfunEtioncn)*) mtb bon 
ben SSejieljungen biefer gunEtionen untereinanber. 

§ 72 . 

1- 2Jton jeidjne jtoei aufemanber fenEredjt ftc£)enbc gcrabe Sinieu, 
AA' unb BB', bon benen bte erfte bie [jorijontale, bie jtocite bie bcrtiEale 

Sldjfe genannt loerben rnOge, unb bejeidjne 
ben ©c^nittpunEt ber beiben ©erabcn mit 0. 
®ennt ntan bie ©ntfemungen eineS $unEtc8 
P bon jeber ber beiben ©erabeit mtb fe^jt 
aufjctbent feft, bajj bie ©ntfernung cine8 
SPunEteS bon ber Ejorijontaten Sldjfc pofitib 
ober negatib ju neljnteu ift, je nadjbent cr 
ober^alb ober uitterljalb biefer ?td)fc licgt, 
unb baft feine ©ntfernung bon ber berti* 
Ealen Sldjfe alS pofitiu ober negatib ,yi 
Detradften ift, je itadjbcm er redjtss ober 
IinE8 bon biefer SWjfe liegt, fo ift bie Sage bc§ SPunEteS einbcutig be* 
fthnmt. 

2. SDian nennt bie bier Seile, in toeldjc bie ©bene burd) bie beiben 
feften ©eraben AA' unb BB' geteilt toirb, Duabranten, unb joint AOB 
ben erften, BOA' ben jtoeiten, A'OB' ben britten unb B'OA ben Merten 
Duabranten. 

Sm l.Quabr. ift b. ©ntf. e. 5fS. bon b. fjorijout. Stdjfe pof., bon b. bert. Stcfjfe fjof., 
" ^ « " M » » " » « ii n pof., „ „ „ „ ncg., 

" "• " " « " « " " ii n ,i neg., „ „ „ „ neg., 

" 4 ‘ " " " " « » " ii " a ncg., „ „ „ „ jpof. 



S-i0- 4L 


■) spianitn. § 164. 



ISrHitnmgcu ber tvlgonoinetrifdiett Jjfmiltlonm belieilger SBlnfel. 10T 


Um bic (Sttlitrungen bet ttigonometrifdjen 3 UTt Wonen eineg be- 
liebigcn 9Bintclg -jit gcben, benten hrit ung benfelben fo auf bag Stiffen* 
ftcitj gelegt, baft bet ©djeitet auf ben fPmtft O r bet cine ©djentel auf 
OA f&ttt, nnb bet SSJinfet crljatten toitb, menn man fief) OA urn 0 in bet 
cntgegcngefefjtcn JRidjtung, mie bet Qeiget einet Ul)t, bis in bie Sage beg 
anbeten ©djenfetg gebreftt benlt. SDJan nennt ben erften ©di)enlel ben 
fefien, ben ftttieitcn ben betoegtidjen ©djentet. 

SBemt citt SJSinlel gtoifdjen 0° unb 90° abet 90° unb 180° obet 180° 
unb 270° obet 270° unb 360° bctrftgt, fo nennt man iftn einen SGBinlet 
beft. int 1. obet 2. obet 3. obet 4. Duabtanteu. 


8 73. 


1. (StHfitung 1. &er ©tnug eineg beliebigen SBinlelg ift bag 
^ctftfiltuig attg bet Sntfetnung eineg beliebigen ifJuntteg beg 
bemegtidjeu ©djentets non bet botijontaten ?ld)fe su bem be* 
gteuftteit ©djcnfel. 


Stflfitung 2. Set Soflung ciiteg beliebigen SBinlelg ift bag 
^etbiittnig aug bet Ifintfctnung eineg beliebigen ifJunfteg beg 
betocglidjcn ©djculctg oon bet oettilaleu ?ld)fc ju bem be* 
greufiten ©djcntcl 


3ft baljct 

ZL AOP, — a, , 

ZL AOP;, - a 3 unb 

P, A, 

sm «, — ( j p 1 ; 

P 2 A, . 
mn a, - ( { pj , 

PjA, . 
H1U “ OP;, ’ 

P 4 A 4 . 
sm « 4 - op 4 5 


1 AOP 2 - , 

£ AOP, =■- a.,, fo ift 

P,B, 

,1,,s °i ~ OP, ’ 
P,'B» 

ooh a. 2 jfp •* ; 

P.B, 

cos a„ -Qpj' ; 
P 4 B 4 

cos a 4 = Jp ’- 



2. golgetungen. 

©et ©inug eineg SBinlelg im 1. unb 2. Duabt. ift ftof., im 3. unb 4. negatib. 
®erffiofinug eineg SBinlelg im 1. unb 4. Duabt. ift ftof., im 2. nnb 3. negatib- 
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(gttiatitngen bra trlgonontetri fdjen gimfttoaen Be fiebiflerJBjMtcI. 



gig. 43. 


3. ©djt&gt matt um 0 mit belie* 
bigem §albmeffet ben flreid imb nimmt 
auf bem beiueglidjen ©djcnfel aid SPunlt 
P ben ©djnittyunft biefed ©djenfcld mit 
bent Sreife an, fo erfjalten bie ‘-Brudje, 
butdj to eld] e bie ©innd itnb bie SEofhtud 
ber SBinJet bargeftellt toerben, gteid)e 
tenner , gleidj bem Utabiud bed Sldcifed, 
tooburd) fid) bie abfoluten SBcrte jebet 
biefer beibett gunttionen fiir berfdjic* 
bene SGBinlet leidjtet mit einanber ber* 
gteidjen laffett. 


golgerungen. ®d ergiebt fid), bajj mit madjfenbem SBinlel 


ber ©tnud im 1. Qnabranteit tt>ft<f)ft bon 0 bid 

1, 

„ 2. 

ft 

abnimmt „ 

1 tt 

0, 

„ 3. 

tt 

abnimnit „ 

0 tt 

-1, 

4. 

It 

toadjft 

— 1 „ 

o; 

ber ^ofimtd „ 1. 

It 

abnimmt „ 

1 „ 

o, 

„ 2. 

II 

abnimmt „ 

0 tt 


„ 3. 

tt 

toddjft „ 

— 1 „ 

o, 

„ 4. 

ft 

mftdjft „ 

0 „ 



§ 74. 


1. ®rllftrung 1. ©ie JEaugcnte eined beliebigett SBittEcld ift 
bad SBerEiftltnid aud ber (Sntfeinurtg eined beltebigcn ifJiiiiEtcd 
bed betoeglidjen ©djenleld bDn ber ljoriflontnlen 9ld)fc ft it ber 
©ntfernung biefed ipunlted bon ber bertiEalen 9td)fc. 


®rElfirung 2. ©ie Slotaugentc eined beliebigett a&ittEeld ift 
bad SBerljtiltnid attd ber Entfcrnnng eined beliebtgen ipiinitcd 
bed betoeglidjen ©djettEeld bon ber ucrtilalcit 9td)fe -pi ber ®nt= 
ferttung biefed S(5unlted bon ber I)oriftontaIcit Stdjfc. 


golgticb ift nadj gig. 42 




Pi A, , 

W 


ctg a, = - T 




P,A, 


*B «2 


PjAj. 

P 2 B 2 t 


ctg a 2 


PoB. 




PjAj’ 



(Srlttirungen bet trlgonometrlfdjen guttftlonen belleblger SBinleL 
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tg « 3 = -{g^l Ctg otj 


^ 3 ^ 3 . 

P 3 V 


tg “4 


P*A 4 . 

P 4 B. 4 ’ 


ctg a 4 = 


P4B4. 

P 4 A 4 


2. gotgerungen. SDie ©angente unb bie SSotangente bon SEBinleln 

im 1. unb 3. Quabrauten finb pofttib, 

„ 2. „ 4, „ „ negatib. 


3. ^5'0l flcruitgeu. Slug gig. 43 ergiebt fid), bafj uiit ttmd)fenbem SBintet 


bic ©angeitte im 1. Ouabranten mfidjft bon 0 biS 00 , 


„ 2. 

ft 

tofid)ft 

ft 0,0 

pp 

0 , 

t> «$• 

n 

tofidjft 

lt 0 

pp 

°°p 

„ 4. 

ft 

luddjft 

„ 00 

pp 

o; 

bie ftt'otangeute „ 1. 

n 

atmimmt 

pp OO 

pp 

0 , 

0 

pp *4. 

pr 

abnimnit 

„ 0 

pp 

— 50, 

„ 3. 

n 

abnimmt 

fi rxj 

pp 

0 , 

„ 4. 

n 

atmimmt 

0 

pp 

— 00. 


4. Slumcrtung 1. ®ic Stubevungen ber abfotuten 2Bcrte bet ©angente 
(ffiotaugente) bci nmdjfenbcm Sffiiutd Iciffcn fid) aud) Icidjt erteunen, menu man 
auf bet t|ori 5 outolen (bcrtilaleu) 9ldjfe in glcidjcm Kbftcmbe bon 0 bie beiben 
©cnfredjteu crricfjtct, ba bann bie Sriidje, burd) to eld) e bic SEangenteu (&o= 
tangenten) bet SBiutel bargeftcllt toerben, luieber gteidje Kenner erljalten. 
(SBcrgt. § 73, 3.) 


5. 'Jlnmettnng 2. ©rvidjtet man [Sig. 44| auf 
bem Ijori^cmtntcn ©urdjmeffct im (Shibbuitfte Q bie 
©eufvcdjtc Q'P' bi8 junt ©djnitt wit ber SBccftingcrung 
bcS bewegtidjeu ©djcnMS OP bcS SSiulctS AOP == «, 

fo ift 


tg « ==• 


PQ 

OQ 


PQ 

OQ' 


PQ 


[= P'Q', lueuitr =ll, 


loo P'Q' bie SCangente an ben ShciS im i|5un!te Q' ift. 
$icranS crlliirt fid) bet Kame ber Suuttiou Sangente. 



6. 9lnmerfuug 3. ©aS SScrtjSltniS OP : OQ 
Ijeifjt bie ©efaute beS SBintelS « (sec «), baS S3er* 

^ftttniS OP : PQ bic J5?ofeInnte bon a (cosec «); fotgtid) ift sec « = 


; — unb log sec a «= 
sin « 


— log cob a, 


log cosec a <= — log sin «. 


cosec a 
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©rfttfnmaen her trlgoncraretrtfcljen gunttlonen betteblger SBMntel. 


®et Slante ©etante erfldrt fid£| batau$, bag sec a — = Q q/ r — r 

[= OP', Jnenn r = 1]. 

©icfe Beiben gunftionen getoSBren Bei llmformuitgen f c t; r felteu SSorteile; 
fie merben baljer im folgenben nic^t BeriitEft^tigi tocrbcit. 

§ 75. 

3ufammeitfteHuitg bet (Drenjwerte alter Bier ^uuftionen ftir hie ciit- 
jelnen Duabranten: 



0° 

o 

O 

Ob 

180® 

270° 

360° 

@inu§ 

0 

+ 1 

±0 

-1 

+ 0 

SofinuS 

+ 1 

±0 

— 1 

_+°_ 

H-l 

©angente 

1 

o 

+ oo 

+ 0 

+ OO 

+ 0 

Sotangente 

oo 

±0 

OO 

+ 0 

-J- OO 


©er 3ei6enttiecijfel tritt Bei ©inuS uttb SofiituS nut ein, menu fie bru 
SBert 0 annegmen, Bet bet ©angente nnb Sotangente, trout fic ben SBcrt i> 
ober oo annefmen. 

§ 76. 
ttbungen. 


1. 3n toeldjen Duabranten famt cp liegcu, tncnti 


a) sin cp ■■ 
c| tg q> 
e) sin >p 
S) tg <P 


0 , 6 ? 

2 ? 

— 0,5? 

-f? 


bl cos cp — 
d) otg cp — 
f) cos cp — - 
h) ctg cp = 


2. 9Bie biele SBinfel fihtneit bet SBebingung genitgen 


sin cp = |? 

b) cos cp — 

tg cp = 0,5? 

d) Ctg Cp Sa 

sin <p = — ^? 

f) COS Cp — 

tg <p = —0,2? 

a) ctg cp — 

sin cp = 1,5? 

k) cos cp = 

tg cp = 1,5? 

mj ctg go = 


0 , 8 ? 


■ P 


— 1,5? 


0 , 2 ? 

0,25? 

— 0,6? 

— 0,75? 

— 2,6? 

— 2,75? 


- 8. SBie btele SBittlel im etften nnb xtueiten Duabranten genitgen ben 
STufgaBen 2 a 6i§ 2m? 




5)te gunttlonat bon SBHufetn iiber 90° auSjubtiicten ic. 


Ill 


2. Die Jttnkttmten von ttJtttkeltt iiber 90° attsjubrMen imrdj JnnHtienen 

turn fpitjett DOittheto. 

§ 77. 

1. 3tt gig. 45 fei 

^ AOP t -= c < 90"; 
fenter fei 

xl AOP, = A'OP 2 = A'OP 9 

= aop 4 . 

©ann ift 

^ AOP 2 = 180° — a; 

AOP 3 = 180° H- a; 

AOP.t - 360° — a. 

©ie <5evt£red)tcn Don P u P 2 , P 3 3-lg. 45. 

uitb P.j auf bte ^orijontale Stdjfe firtb __ 

abjotut geitoiraneit mtter fid) gletd); ebettfaUB bie ©enfredjten auf bte 
bertitalc Slcljfe. $o(glicI) ift 

sin (180° — «) + sin «; 

C08 (180" — «) - COS a; 
tg (180" - «) — - tg a; 
ctg (180" — — ctg «; 

sin (180° + a) -- — sin a; sin (360° — a) — — sin a; 

cos (180 0 + a) — cos a; cos (300° — a) = + cos a; 

tg (1 80" + a) -■-= -I- tg a; tg (360° — a) = — tg a; 

clg (ISO" -\- a) |- ctg a; ctg (360 » — a) == — ctg a. 

©iefelbett Sie-petiiiitgcn geltcn auct), iucun 90° < a < 180°, unb bic 
lc(jten Diet SHe^icljuugeu aucl), menu 180" <a< 360". 

2. 'situs S 73 unb 74 unb ‘iBtanini. § 156 fotgt, baft bie gunttioneu 
ehieS fpiften SajintelS glcidj bcu eut)pted)enbeu Sofunltionen beS .Complements 
UunfetS finb, atfo fur « ■< 90° 

siu a — COS (90° — «); cos « == sin (90° — «); 

tg « — ctg (90" — «); ctg « = tg (90° - «)• 

3ft a > 45°, fo ift 90" — « < 45". 

3tu8 1) unb 2) fotgt bciljcr, bojs man bie fjuuftionen betiebiget SBinlet 
u on 0° bis 360° burd) Sunitioueu bon SBintcln jtnifdjen 0° unb 45 auS* 
briicten lanu. 

3. SSJcmt man ben beineglidjen ©djeitlel OP eineS SBinfetS AOP == a bon 
bcticbiger @tbfe in pofitibet 9tic£jtung um 90° tnelter biet)t biS in bte «age 
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OP*, fo bafi ^ AOP' = 90° + a entftebt, fo ift bie ©ntfcruung be§ 5JSun!tc$ 
P' bon ber Ijorijontalen Sld^fe gleicfj ber @ntf. be§ $|i. P bon bcr bcrtif. Sldtjfe 
unb bie Qcntf. beg 5|J. P' bon ber bertif. Stdjjfe gleid) bcr ©utf. beg S 4J. P bon 
ber Ijorij. 8ld£)fe mit enlgegengefe^tem ffiorseidjen. golglidj) ift 

sin (90° + a) = cos a ; tg (90° + a) = — ctg a ; 

cos (90° + a) = — sin a; ctg (90° + «) ~ — tg a. 

2tuf a^ntid^e SZBeife ergiefit fidE) fur a > 90°, toenu man OP in licgatiber 
3ltdf)tmtg ttm 90° toeiter bref)t, 

sin (a — 90°) = — cos a; tg (a — 90°) ■— — ctg a; 

cos (a — 90°) = sin a; ctg (a — 90°) — tg a. 


§ 78. 
ftbungen. 

1. 8u betoetfen, ba| (a ^ 45°) 

a) sin (45° + a) = cos (45° — a). b) cos (45° + «) --- sin (45° — «). 

cj tg (45° + a) = ctg (45° — a). d) ctg (45° + «) =■* tg (45° — a) . 

2. x ju berecfjnen, toenn 

a) x ===== sin 60° — cos 30°. b) x == cos 60° — sin 80°. 
c) x = sin 72° + tg 76° — cos 18° — ctg 15°. 

dl x = cos 15° — tg 54° + ctg 86° — sin 75°. 

ej x = (a 2 + b 2 ) sin a + 2 ab cos (90 n — a) — (a -|- b) 2 sin «. 

f) x = a 2 (cos80° — tg60°) + (a 2 — b 2 )ctg8O 0 — (a 2 sin 60° — b 2 tgfiO°i. 

3. gu betoeifen, ba| (0° < a <: 90°) 

a) sin (90° + a) = sin (90° — a) — cos a. 

b) cos (90° + a) = — cos (90° — «) — — sin a. 

c) tg f90° -j- « ) = — tg (90° — a) — — ctg a. 

d) ctg (90° +■ a) = — ctg (90° — a) — — tga. 

4. x gu beredEjnen, toenn 

a) x == sin 120° — sin 60°. b) x = cos 75° ]- cos 105°. 

c) x = tg 75° + tg 105°. d) x ctg 144° + ctg 36°. 

©) x = sin 120° — cos 30°. f) x = sin 150° — cos (>0°. 

g) x = cos 135° + sin 45°. h) x = cos 165° + sin 75°. 

i) x = tg 135° + ctg 45°. k) x = ctg 144° -|- tg 54°. 

6. x gu beredEjnen, toenn « + § + y = 180° nub 

a) x = sin —cos b) x = cos “ ^ ^ —sin | * 

d) X = tg “+J -ctg|. (I) X = ctg * t ? _ tg J.. 



S)ie ftuutt. u. SBlnMu iibcv 90° auSjubr. butcl) guiitt d. fptyen SOS. 113 


. a -f- 8 ct -I- 8 v V 

e) x *-■'■ am ~ — cos ' r -|- aim {- — cos j- ■ 

a 6 2 2 



6. x 511 bcrcdjucu, menu a 4- ft -)- y = 180" nub 

a) x ■- sin (« |- ft) — sin y. b) x - cos (« -|- ft) j- cos y. 

c) x r tg (« -j- (3) -|- tg y. cl) x ■ ctg (a 4 ft) -|- ctg y. 

e) x - sin (« | y) — sin (3. f) x - ctg (|S + y) ctg or. 

g> X = COS (or I /3) I tg (IV 4- /3) |- ctg (or -|- (3) |- COH y 4 tg y -j-Ctg y. 

bl x - sin for | ^ ) -1 tg f or — *w(p + -£) H' tg(^/3 +|j ■ 

il X - COS (or I I tg (J) 4- ^ H-Ctgfy -|-|-^-COB^y | 

I" tff (« I Mteff* h-^j- 

7. sin 80" i • 3.4Jii' flfoft ift 

nl sin mo 1 '? b) sin 210" V c) sin 880" V ii) cos 60"? 

cl cos 120"? ft cos 240"? gl cos 300"? 

s. cos 4. r >" ■ h V2 . Siiic nvufi ift 

III cos 135" V li) cos 225"? c) cos 315"? ilj sill 45"? 

cl sin 135"? fl flin 225"? g) sin 315"? Ill tg 45"? 

i) tg 135"? k) tg 225"? 1) tg 315"? m) ctg45"? 

nl rig 135"? o) dg225"? p) ctg 315"? 

0. tg 60" Y 3 . StSir flvofi ift 

a) tg 120"? b) tg 240"? c) tg 300"? d) ctg 30"? 

el ctg 150"? f) ctg 210"? g) ctg 330"? 

10. Turd) ftunftioncu mm SlUintdii bc« crftcit Ounbrnutcu nuSpbvutHcu 

al sin 210". b) cos 250". c) tg 290". d) ctg 310°. 

e| sin 170" 50' 51". f) cos 225° 35' 25". g) tg 178° 36' 15 . 
h) ctg 305° 27' 50". 

11. *! SMdjc SBinfcl jmifdjen 0" unb 180° flcitiigeit belt ®feidjuugen 

nl sin rp - J - 0? b) cosrp — -jVS—O? c) tg — ■$y r 3=-- 0? 

*) (£8 wlrb bbrauSgefefct, bcifj ble gunltioueu bon 45", 60", 30" Qbgeteltet jlnb. 
xiamiitq-Stoctiee, Xrtaonometrle, Umortellung. 6 
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®te gimftioneit ber SBluIel liber 360°. 


d) ctg cp - — Vs = 0 ? e) cos + -£■ V "3 = 0 ? f ) tg qo + -J V8 - OV 

g) ctg go + y ~3 = 0 ? h) sin cp — £y r 2 = 0? i) cos cp -|- -J l/2 - 0 ? 

k) tg cp — 1=0? 1) ctg 9+ 1=0? m)sing?+ a 0? 

n) smgj + ^‘/2"=0? 

12. Sft0 0 <«<90° r fo ift sin a = cos (90° — a); cos « = sin (90° — «). 

3ft 90° < a < 180°, fo ift sin a — cos (a — 90 n ); 

cos a = — sin (a — 90°); benit 

sin ct = sin (180° — a) = cos (90° — [180° — ■ a ]) “ cos (a — 90°) 
itnb 

cos ct = — cos (180° — k) = — sin (90° — [180° — a]) - - - sin (« — 90°). 


3 . Hit Smktwnm ber ttJinhel ttber 360 °. 

§ 79. 

1. SDenft man fid) ben betoeglic^en ©djenfel in 3tg. 45 in ber outgcgen 
gefefcten Olid)tung, foie ber Qeiger einer Ut;r, toeiter gebrcljt, trig er tuicbev 
mit bem feften ©djenfel gujammenfailt, itnb Idfit man itjit bamt finite ©reljimg 
in bemfelben ©inne fortfe£en, fo entftetjen SEBinfel utter 860°. SMtm fiel)t 
fofort, bafj bie gunttiongtoertc fur bie SBinfel im 5., 6., 7., 8. iDiiabrnntcn 
btefelben finb, trie fur bie entftncedjenben SBinfel im 1., 2., 8., 4. Cluabvantcn. 

3ft alfo n eiite abfotute ganje Qa^l, fo ift 

-sin (n.360° + a) = sin a; cos (n.360° -f- a) ----- cos «; 
tg (n,860° + «) =■--- tg ct; ctg (n. 360° + «) ctg* o\ 

$)ie Sangente unb bie Sotangentc Tjaben fdjoit fur bie SBinfcl im 3. iittb 
4. iDuabranten biefelben SBertc, trie fiir bie entered; eiibeu SSiutcI im 1. unb 

2. Ouabranten; folglidfj ertjcitt man bie ©ejieljungeu 

tg (n.l80° + a) — tg a; ctg (n. 180° + «) ctg ct. 

2. 8u etnern aKittetpunftSmiuM bon n° get)brt aitd^ cin 93ogo.ii Hint n". 
SDie fl&nge beg SBogeng tion 360° ift gleid) 2r jt fidiigcneintjclten (S3. (£.), Unmn 
ber Sftabiug beg JSreifeg r & betrdgt. 3ft baljcr ber 9iabiug cliioS Sfreife* 
(be§ EinljeitSlreifeS) gleid) ber Sfingeneinfjeit, fo ift bie Sftnge beg SHug™* 
bon 860° gleid) 2 jb S. bie Sdnge beg SogenS bon 180° gleid) n 2. 

bie Siinge beg SBogeniS bon 1° gleid) S. CE. = AH* 5 A 265 : • ■ £. (£. 

180 180 

= 0,017 458 . . . S. (£., bie Scirtge eitieS SSogenS bon n° glcicti ~~ ^ ‘ n }&.(&. 

' 180 

= n . 0,017 458 .. . S. ©. 

3. ©efct man in bie trtgonometrifiijen gunltioncn fiatt beS SButlclS beu 
ugeljBrigen S3ogen beg Qcinljeiigfreifeg in flangeneintjeiten auSQebeucJt cin, 



$ie gunttlcnen bev negctttoen SBinlet 
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sin 360° =-- sin 2 7*; sin 180° — sin tz ; sin 90° = sin ” ; 

sin 45 u =---- sin n ; sin 1° — sin 0,017 453 . . . 

4 

Sic Sormcln iu 1. getjeu baun, menu ein Mtebiger Sfiogen beg ©nfjeitg- 
fveifess b Si. E. betreigt, fiber in 

sinf2uji + b) — siub; cos (2nj* + b) -- cosb; 

t,g (2 n . tc + b) = tg b; ctg (2n7* + b) =■= ctgb; 

tg ( ii7 1 H- b) tg b; ctg ( nre 4“ b) ctgb. 

Sic ftormcln beg 8 77 geljcn fiber iu: 

sin ( 1 2 n -| 1] n — b) - sinb; cos ([2n + 1] it — b) --- — cosb; . . . 

sin (|2n l] n + bj — sinb; cos (|2n + 1] tv + b) — - cosb; . . . 

sin ( 2ii7r — b) — — sinb; cos ( 2n7c — b) =- -j- cos b; . . . 


4. SBJcmt ein ©ogcu beg GHntjcitgfreifeg gleid) 2 n S3. ®. ift, fo betragt 
ov 3(iO u ; menu ein Stogeit beg SiufyeitgJrcifeg glctd) 1 Si. ©. ift (ober menu 
oiu itfogeu eiuc§ belicbigcit SPreifcS gleid) bcm. SKabiitg ift), fo betrftgt cr 

1K0 ° 57",2S»r»770r»... 57°17'44",81 ... - 20(5 264", 81... 

2 7T TT 


4. SDtr JFnuhtioutu ber uejjctitifn HOtolifl 


S 80. 


Xitvcl) bic ©vclimifl beg betoeg* 
licljcii ©cljcnldg um ben Scljeitd 0 in 
bev bev bitfljcvirtm ©rebmtfl cittgcflcu* 
(IcfctUcii SHicljtnncj, nlfo in bev 9tirl)= 
tmui bev ©vcljmin bee! lUjvfleigcvS, ouS 
bev iiaiie be 3 feftcu Gcljeitfdes OA cut* 
fteljcu SKinfel, melclje alg ucfiatin 511 
bctradjtcn finb. (Sicrgt § 5(5, 2 .) 

(£* evgiebt fictj tcicljt nng gifl. 46, 
baft fiiv jebe bclicbiflc ©rflftc non « 

sin (— «) = — sin «; 
cos (— «) ~ ■ I cos «; 
tg (-«) tg«; 
ctg (— «) «• - ctg «. 
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§ 81. 
fibungen. 


x ju betet|nen, tnenn 

x = sin (- 80°) + sin 150°. b} x = cos (- 30°) + cos 150° 

x = tg (— 30°) — tg 150°. d) x == ctg (— 30°) — ntj? ; l.>0 

x (_ 80° + sin ( — 60°) — sin 210° - cos (—150®). 

i x = sin (-120°) — sin (—150°) + sin 210° — cos 210°. 


5. Abtyitugigheit hr trigmwtnetriftljttt Junhttoucn fintfl ttinhels 
oon eittanber. 

§ 82. 

1. Sef)rfafc 1. ©ie ©utnme att8 bent Quabrate beS ©inn* 
eineS 233intet§ unb bem Clitabrate be8 SlofinuS b i c f o S ©inlets 
i ft gl etc^ 1. 

SetoeiS. 3ft zl POA = a ein fpifcet ©inlet, fo ift iit bon ral)t* 
winltigen ©reied POA 

a 2 + b 2 «*, 



b 2 


D 1 + c 2 


= 1, 


la. sin 2 a cos 2 **^ 1» 

3ft a eitt ftum))fcr ©inlet, fo ift ISO 11 a 
flpifi; fotglidj ift 

sin 2 (180® — a) + cos 2 (180° — a) 1. 


©a nun sin (180° — a) = sin a unb cos (180° — a) **= — cos 

fo ift sin 2 a + ( — cos a) 2 = 1, 

sin 2 a -f- cos 2 a ■= 1. 

3ft cc ein ©inlet int britten Duabranten, fD ift a — 180° d, too 
6 eitt father ©inlet ift; fotgtidj ift 

sin 2 d + cos 2 d =1. 

©a nun sin a = sin (180° + d) = — sin d, atfo sin d = — sin a, 
unb cos a = cos (180° + d) = — cos d, atfo cos d = — cos a, 



Slb^anglflleit ber trlgonomctclf^en gwttttonen clneS SStnlelB toon elnanbet. U7 

fo ift (— sin a) 2 + ( — cos a) 2 = 1, 

sin 2 a + cos 2 a = 1. 

3ft a ettt 28tnM im Oierten Duabranten, jo tft 360° — a fpij-j; folg* 
lid) ift sin 2 (360° - a) + cos 2 (360° — a) = 1. 

35a nun sin (360° — a) — — sina nnb cos(360° — a) = + cos a, 
fo ift (— sina) 2 + cos 2 a = 1 

sin 2 a + cos 2 a — 1. 

®a nad) § 80 sin ( — a) — > — sin a, alfo sin c = — sin (— a), 

nnb cos( — a) = -f- cos c, alfo cos a = + cos( — a), 

fo folgt auS sin 2 c + cos 2 a = 1 

(— sin (— a)) 2 + cos 2 ( — a) = 1, 
sin 2 l — a) + cos 2 (, — a) = 1. 


2. $ufafc. 

sin a = + y^l — cos 2 a nnb cos a = + Vl — sin 2 a. 

35ad SSorjeidjen mug in jcbem befoitbereit galle nad) ber ©rfifje beS 
SBiitfelS a feftgeftetlt toerben. 


3. Setjrfaf} 2. 3)ie Xangcute eineS SBinEelsS ift gleid) bem 
Quotienten au8 bem ©inuS unb bem SEofinu§ btefeS SBinfeU, 
unb bie Slotangente eiiteS 2BinEel8 ift gleid) bem Duotienten 
and bem JtofiuuS unb bem ©inuss biefcS 3EBinlet§. 


tBclueiS. [fjig. 42.] 3ft a ein betiebiger SBintel unb PA unb PB 
bie non ciuem bclicbigcn iJJuntte P bed betoeglidjen ©djenletS anf bie fyori* 
,’,ontalc bcj. oertifatc Stdjfe gcffitlten ©entredjten, fo ift nad) § 74 


4? « 


ctg a 


PA 

PA : PO 

sin a 

PB 

“ PB : PO 

cos a 

PB 

PB : PO 

cos a 

pa; 

“ PA : PO 

sin a 


alfo tg « 


sin « 

COS a ' 


alfo ctg a — 


COS a 

sin a 


ib. 


Ic. 


4. 3ufaj}. 3)ass s 4$robuft ansi ber Sangente eineS 3Sin£c Id 
unb ber Sbotangente biefcS SBintelS ift gleid) l. 

Id. tg a. Ctg a = 1. 

i^olfllicf) ift aud) 

*8 « “ c4 « ““ b '** “ ” Wi' 
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§ 83. 

1 . Slug ben SSejietiungen beg borigett 5 |Satagrci))f)en fotgt, baft, wen it 
etne gunttion ettteg SBinfetg befanitt ift, aitc^i bie iibrigen $unl> 
tionen biefeS SKtnlelg gefunben toerbctt fflmtett. 


2. 3ft sin « ! 
cos a 

tg a 
ctg a 


= k, fo ift 

=. + yT — sin 2 ' o = ±YT^r\ 
sin a k k 

' cos Of — + yi _ k 2 Yi "--~k 2 " 


cos a 
sin a; 


± Y 1 * — k 2 

k 


+ 


/i — k 2 


3. ©6enfo fhtbet man au£ cos a bie ubvigen gunEtloueu. 

4. Sft tg a = k, fo ift 


ctg a == 


tg « 


1 

k 


sin a unb cos a beredjnet man auf folgenbe S33eife. (£§ ift 
m sin of 

( 1 ) = tg a = k, 

w cos a 


®.ie§ ift eine ©letdjintg mit jtnei ttnbelannten , sin a unb cos a. 
gtoeite ©leidjung jmifd^en biefeu beiben Unbetannten ift 

(2) sin 2 a + cos 2 a = 1. 

3hi§ biefeit beiben ©leidjitngeu beftimmt man sin a unb cos 
(1) sin a — k . cos of; eiugefejjt in (2) 
k 2 cos 2 u + cos 2 a — 1, 

(k 2 H- 1) cos 2 a = 1, 


cos 2 of = 


1 + k 2 ' 


(Sine 


cos of = -4- - ---- obcr cos a — 4- -- - 

~ Y l + k 2 / 1 -I- tg 2 « 

Slug (1) folgt bann sin a — + — obet sin « — a 

~ Yi-v k 2 yr+t fr 2 « 

5. ©benfo ftnbet man an§ ctg a bie ilbrigen gunltionen. 

®g ift 


tg 


ctg 


sin a = + 


Vl + ctg 2 o: ; 


cos 


, Ctg of 

a — + - vr_- . 


Vl+Ctg^ff 
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§ 84. 
lUmngen. 

1. x &u beredjncn, loeirn 

a] x = sin 14 15° + sin 2 75°. b) x = sin 2 72° + cos 2 108°. 

c) x = cos 2 30° + cob 2 120°. dj x = tg 72° t g 18°, 

e) x = tg 7B° ctg 105°. t) x = ctg 30° ctg 120°. 

g) x = sin 2 36° + tg 36° tg 54° + sin 2 54°. 

h) x = sin 2 30° + tg 30° tg 120° + sin 2 120°. 

i) x = cos 2 72° — ctg 75° ctg 165° + cos 2 162°. 

k) x = cos (30° — a) + tg 60° tg 30° — sin (60° + a). 

l) x = sin (120° — «) + sin 2 36° — sin (60° + #) + sin 2 126°. 

m) x = sin (144° — a) + tg a tg (90° — #) — cos (54° — #). 

n) x = sin (45° — «) — cos (30° + a) + sin 2 30° — cos (45° + ct) 
sin (60° — «) + sin 2 60°. 

o) x — cos 2 18° — ctg (15° + 2 a) — cos 2 72° + tg ^24° + 

-|- tg (76" — 2«) + ctg (68° — “) ■ 

p) x ----- ctg 144° — cob 2 « + 2 [1 -I- sin ct cos « tg (90° — a)] 

| ctg 36° + sin 2 (180° — a). 

q) x = tg 135° -|- (1 — cos 15°) (1 + sin 75°) + ctg 45° 

— cos 75° cos 15° tg 15°. 

r) x =-■ sin 120° |- (sin « |- cob a) 2 — cos 30° + 2 sin 2 a tg (90° + «). 

s) x = sin a [{tg (90° — ct) -|- ctg (90° + a)} cos ct — 2 cos (90° + «)] 

+ ctg 135° + tg 45°. 

t) x — sin (— 30°) — sin 210° + tg 150° ctg (— 30°). 

u) x — cos (— 30°) — cob 330° — tg (— 30°) ctg 210°. 

v) x ■ sin (■ — ■ 135°) cos ( — 135°) + sin ( — 45°) cos 315° 

— tg ( — 120°) ctg (— GO 0 ). 

2. X jll bcvcdjucu, 1DC1UI 

a) 2 x sin 2 « — (3 — x) cos 2 a 4 =-= 3 sin 2 a — x cos 2 # 1. 

b) (x — 4) sin 2 « = (2 — x) cos 2 « — 2 sin 2 ct. 

c) (sin 2 a — cos 2 «) x -h (1 + 2 x) cos 2 « 2 — sin 2 «. 

d) (cos 2 « — 2 sin 2 «) x — (1 — 3 x) sin 2 « — cos 2 a — 1. 

«) ^1 — . x) sin 2 a sin 2 0 + cos 2 /3 — x cos 2 # — x sin 2 a cos 2 § 

■ ~ cos 2 a sin 2 fJ. 

f) (1 — x) cos 2 a sin 2 j3 = x cos 2 £ — (1 — x) Bin 2 ct — cos 2 a 
----- x sin 2 « cos 2 § + cos 2 « sin 2 (3. 

g) (x — sin 2 a) sin 2 # = (x — cos 2 #) cob 2 #, [a 4 — b 4 =■= (a 2 + b 2 )(a 2 b 2 ).] 

b) (x - - 2 + sin 2 a) sin 2 # — (x — 2 + cos 2 #) cos* 2 a — 0. 
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i) x ctg « + ^ + - x - + ctg « - 0. 

• k) Ct7^ - 4 tg or = x tg « (ctg « H- l — tg X J- 

■ 1) sin a + X (1 + tg n) = sin a ( — ? + lV 

v ' \C0S a / 

m) x cos a: -)- sin a = cos a (1 + x tg a). 

n) 2x sina cos«+ x (sin 2 a — cos 2 a) — sin« cos« (4-| [tg« — ctg<?]x). 

o) tg « (cos a — 1) -f 6 -|- (1 — 2 x) tg « — 2x ^ C -° S - ** — ™ a ■-) - sin <y. 

COB a 

p) 4(x — 2)+ sin of (sin of — 2x ctga) = 1 — cosa (^2x4- cosaH ^ )• 

V cos « i 

*) cos « (x cos a — tg a) = -I (2 x) sin 2 (V. 

sin « l -|- tg 2 of v 


3. SBie grofj ift cos <*, tg a, ctg or, toenu 

a) sin a = | ? b) sin a = £§? c) sin or ------ 0,8? (1) sin n ^ 0,06? 

4. SBie gtojj ift sin «, tg «, ctg a, tnenn 

a) cos or = £? b) cos or = -}-$? c) cos a =« 0,6? d) cob a ■ ■ 0,852? 

5. 28 re 0vo|] ift sin or, cos or, ctg or, menu 

a) tg or = 1 ? b) tg or = A? c) tg or - =0,75? (1) tg or ■ - 4,05? 

6. SBie grofj ift sin <v, cos or, tg or, luenit 

a) ctgr.-= |? b) ctg o fj? c) ctg n =■ • 1,05? d) ctg a 2,4? 


J. ®ie gunftionen ber SBinfel 18° unb 72° ju bercdjnen. [$cr SDfittcl 
punltSlomfet be§ tegelmiijjigen ' lOctfS ift gteief) 86°; untf) iplnnim. $ 142, 

f u fo - 1 '* b j e ® eitc b eS tegelnt. lOetfS gleicb Jr (VT— 1). 3ft alfo in 
bent gletdjfdjenHtgen Streicde ACB ^ ACB == 86® mtb AC — BC =- r, fo 

ift AB = I r (]/T— 1). gaat man bon ber ©pijjc 0 auf AB bie ©cnt'. 
re ^te CD, fo ift sin 18® — £ ( 1/5 — 1) it. f. )».] 

8. ®j. e SwnEtionen ber SBiufet 86® unb 54° ju bcrcdjncn. If£rtigt man 
m bem gletdjfdjenlUgen ©teiede ACB, in toetdicm ^ ACB - : 86® unb AC 
BC — r i|t, AB auf AO bon C nuS at bis J) unb berbinbet D mit B, 
fe*? na $ SBlanim. § 140 unb § 142 DB — CD — AB — J r (l?5 — 1). 
gaKt man ba$er bou D auf BO bie @enfrcd)te DE, fo ift 


cos 86® = 


^ r 


ir(/5-l) 


__ VT+ l 


- u, f. to.] 
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«. 5Die Jimhtioueit ber Snmme unb ber Bifferenj juicier JDinktl 
a» 0 j«briiAeti burd) bie ^unktinnen ber einjehten Wtokel. 

§ 85. 

1. Stufgabe 1. ®eit ©inuS ber ©umnte jtoeter SEStnlet burd) 
bic ftunttionen ber einjetnen SOSinfel auSjubriiden. 


SSCuflbfung. a) a unb 0 unb ebenfaES 
iljrc ©umme a + $ feien fpifce 2BinlcL 
SOlan fouftruiere bie ©umme non a 
unb (3, inborn man 0 an a autr&gt. Z AOC 
fet gtcid) a, Z COD = 0, bann ift 
Z AOD == a + /9. Um bie ^unltionen 
non a + 0, a unb /9 barfteUen ju !6nnen, 
fiille man bon einem beliebigen SJSunfte E 
beS einen ©djeitfelS OD auf ben aitberen 
. ©d)enlct OA be3 SBiitfelS AOD -= a + 0 
bie ©entredjtc EP, bon E auf OC bie ©eu!= 
red)te EG unb uoit G auf OA bic Sent- 
rcdjtc GH. 

JSF 

Saitn ift sin (a H /9) — 



ftieljt man burd) G ju OA bie SfJarattele GJ, fo ift 

JF + JE 
OE 

GH JE 
OE l_ OE 


sin (a -| $) ---- 


(1) sin (a -1- ft) 


GH + JE . 

' OE“ 0ber 


Stun ift 


u ub 

folglid) ift 
unb 


GH 

OG 

OG 

OE 


— ■ siu a, alfo GH - OG sin a 

-- cob # alfo OG — OE cos (3, 

GH OE sin a cos /3 
GH 

(.2) == sin a cos 0. 


^erner ift, ba nadj Sfilanim. § 37, 8 Z JEG = a, 


JE 

EG 


— cos a, alfo 


JE = EG cos a 
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unb 

fotgtidj ift 
unb 


EG 

OE 


sin ft, alfo EG 
JE ; 

C3) , 

w OE 


OE sin ft 
OE cos a sin ft 
cos a sin ft 


SluS (i), (2) unb (3) folflt 

Ha. sin (« + ft) = sin « cos ft + cos a sin ft. 

b) 5Der SSetoeig bteibt bottft&nbig berfelbe, toemt a unb ft ffrifoe ©inlet 
fiitb, aber a + ft ein ftumpfer ©inlet tfi (gig. 48b). 




c) 3ft a ober ft felbft ftuntpf unb a + p nod) ein ©in!el im cite it 
Quabranten [gig. 48c], fo ftettt fid) bie ©trecEe EF jtt>ar ate eine ©iffereng 
bar, ber fid) fur sin (a + ft) ergebenbe StugbrudE nimnit aber luicbcr bie 
gorrn einer ©umme an, ba ber Sfofinug beg ftuiupfcit ©infete negatib ift 
[JE = EG cos (180° — a) = — EG cos a]. 

d) ©g Ififit fid) iibrigenS auf bie obige SSSeife teid)t ^cigen, bafi bit nor 
fteljenbe gcrmet aUgemein gittig ift. 


2. Stitfgabe2. SDen Siofinug ber ©umute fttoeier ©inlet bn vet) 
bie gunftioneu ber einjetnen ©inEet augjubritcEen. 


9tufti5fung. a) a, ft unb a-j- ft feiett ffiifj. [gig. 48a.'J ©3 ift 

OH - GJ _ OH _ GJ 
' OE OE OE' 

®a nun OH = OG cos a = OE cos ft cos a 


, . .. OF OH — FH 

“■(»+« -m mr~ 


u ub GJ = GE sin a — OE sin ft sin a, fo ift 

III), cos (« + p) = cos a cos p — sin a sin ft, 

b) ©inb a unb ft ffrifc, a + ft ftumpf [gig. 48 b], fo ift cos (« -j- ft) 
negatib, unb eg ift, menu OF ate abfotute Sftnge betradjtet toirb, 
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OH-FH 


0 ^ — u. f. to. tote oben. 

c) 3ft a obet ft fetbft ftumpf unb a + ft nod) ein SBinfel im jtoeiten 
Quabrauteit [gig. 48 c], fo ift 

i n -i- at 0F OH + HF OH + GJ OH GJ 

C H ' 1 ® ~ ~ OE 01 “ = OE = “ OB “ OE 


• OGeos a 
OE ' ' 


GE 


Nina 


OE 


— OE cos ft cos a OE sin ft sin a 
OE OE 


cos a cos ft — sin a sin ft. 

d) Sluf obigc SBJcifc tftfjt fid) leidjt jeigen, bajj bie toorftefjeube gotmei 
allgcmcitt gittig ift 


§ 86. 


1. Wufgabe 1, ®eit ©iitug bet Stiffeteitj jtoeier SBinfet 
bill’d) bie gitnftionen bet cirtjclueu SBintel auSjubtiirfen. 

Wuflflfung. a nub ft feieu fpi^jc SDSinfet, 
a > ft [gig. 49. 1 

jjiait foiiftntim bie ®iffcvenj non a unb ft, 
inbein man ft auf a abtrfigt. 2)anu f title man 
non einem £>cliebigeit s ^Buufte E beg ©djentetg 
OD, tocldjer ben SBiufetn AOD = a — ft unb 
COD - ft gcmcinfaut ift, auf bic beibeit anberen 
©djcnfel OA nub OC bic ©cnfved)teu EF bej. 

EG nub non G auf OA bie ©cntred)te GH. 

;^icl)t man nod) burd) G gu OA bie ^avaUctc 
GJ, ban it ift 

• , in EF 

sin (a — ft) — 



JF - JE 
OE 


OE 

GH - JE 
OE 


GH 

OE 


JE 

OE' 


G£[ JE 

®a nun luic itt § 85, 1 -- - sin a cos ft unb — cos a sin ft 


fo ift 


Ho. sin (« — ft) - sin a co8 ft — cos a sin ft. 


2. $lufgabc 2. ®en Jtofiuug bet ®iffetenj jtoeiet SBiitfet 
burd) bie guuftiouen bet einjetnen SBittM augjubtiicCen. 
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Stuflfifuug. a unb 0 feieit fptfte SOSittEel, a > 0. [gig. 49 .] @3 ift 


cos (a — 0) = 


OF _ 

OE — 


OH -f- HF 
OE 


OH + GJ OH GJ 
OE' “ OE + OE' 


©a nutt, rate tn § 85, 2 a, OH = OG cos a = OE cos 0 cos a 

unb GJ = GE sin a = OE sin 0 sin a, jo ift 

II tL cos (« — 0) = cos « cos 0 + sin « sin 0. 


3. ©of; bie betbeit gotmeln biefe3 'ffSaragrapljen audj fur betiebigc 
SSinfel rid) tig ftnb, lafjt ftcE> au3 ben entfpredjenben gtguren Icicljt uodj* 
racifen, raenn nton nur bie SJorjeidjen ber gunftionen getjflrig beadjtet. 

4. Stud; auf analptifdjem SBege ergcben fief; bie beiben gormcln beS i? 86 
iou3 ben beiben gormcln be§ § 85 . 

3ft a > 0, fo farm matt fefcen a — 0 + 8, unb e3 ift 
•sin a = sin {0 -f- 6) = sin 0 cos 8 + cos 0 sin 8 ober, bo <5 a — 0, 

(1) sin a = sin 0 cos (u — 0) + cos 0 sin (a — jS); ferner ift 
'Cos a — cob (0 -)- fi) — cos 0 cos d' — sin 0 sin 8 ober 

(2) cos a = cos 0 cob (a — 0) — sin 0 sin (a — 0). 

©timiniert man au3 (1) unb (2) (nad) ber SlbbitionSmetfjobe) erft cos (a — 0 ) 
unb bann sin (a — 0), fo etffilt man, ba sin 2 0 + cos 2 0 — 1 , 

sin a cos 0 — cos « sin 0 — sin (« — 0 ) unb 
cos a cos 0 -f- sin a sin 0 — cos (a — 0). 

5- ®ie gormettt fur sin (a — 0) unb cos (a — 0) crtjiiU man au3 ben 
gormetu fiir sin (a -f 0 ) unb cos (« -f 0 ) in § 85, inbem man — 0 fiir 0 fejjt. 


§ 87. 

®ie SMIIgemeintjcit ber gormeln in § 85 unb § 86 tfifjt fid) and) auf folgeube 
SBeife beroeifen. 

1. 9tad) § 85, la unb b unb § 85, 2a uub b gotten bie beiben gormebt 
befi § 85 fiir jtoei bclie6ige fpifee SBinlel a unb 0. 

2. 3ft einer ber beiben SBinfet a unb 0 , j. 58. «, ftumpf, ber anberr 
fpij}, fo fanu man fefeeu a = 90° + a, rao a fpifj ift, unb eS ift 

Bin (a -f- 0) = sin (90° + «' + (S) == cos (a + 0) nad} § 77, 8 
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Die beiben gormetn beS § 85 gelten alfo audj fur einen ftumpfen nub- 
nueii fpifjen SOSinfet. 

3. ©inb « nub p ftumpf, unb fejjt man p = 90° + ft, too (S' fpifc ift, 

fo ift 

sin (« + p) --- sin (« + 90° + (3*) = cos (a + (?) nad) § 77, 3 
— ■ cos of cos I? — sin « sin ^ nad) § 87, 2 
cob a cos (p — 90°) — sin a sin (p — 90°) 
cos of sin p ~ J - sin or cos p nad) § 77, 3 
sin (v cor p “1- cos « sin p it. f. to. 

Die beibcit gouneln gelten atfo aud) fur ^toet fiitmpfe SSSinfet. 

4. ©o seigt man, baft bic beiben gormelit be§ § 85 aud) fiir eiiten 
SSJinfel im 3. unb cincit im 1. EUtabranten gelten, ebenfo fiir eiiten SBinfel 
im 3. unb einen im 2. Ouabranteu, fur jtoei SBinfel im britten Ouabranteu u. f. to., 
b. 1). bie beibcit $ormeln beg § 85 gelten fiir beliebige pofitibe SBinM. 

5. 9?ad) § 86, 4 muffcu bann aber and) bie betben Sormelit in 8 86 
fur beliebige pofitibe SBinEel gelten, toeun of > p. 

6. Daft bic gormcln and) fiir negatibe SBinfel gelten, ergtebt fid) auf 
folgeubc SBcifc. (E§ ift 

sin |T— of) - 1 - (— ( 3)1 - sin f— (« i (*)] -■ — sin (or -|- ( 3 ) nod) g 80 
■ ■ - sin of cos p — cos a sin p 

-| — sin (-- or)] cos (— (3) — cos( — of) | — sin( — j3)| 

ttad) g 80 

sin ( — or) cos ( — (3) | cos (- - or) sin ( — (3) u. j. to. 



8 88 . 

Die Somtelu in g 85 unb g 86 faun man and) mit #ilfe beg Sebrfafjeg 
bc§ <gtolcmfiu8 § 3 betocifen. 

9lu8 ben giguvcn 50 a, b, c, d, in 
foemm AI> ein Dnrd)ineffer ift, ergtebt 
fid) t ymiid)ft ber fnlgcube £)ilfgfap: 

Dcr©inu3 cine* llmfaiiggtotnfel$(«) 
ift gteid) bent On alien ten au& ber^ngebb- 
rigen ©el)ne (BC) unb bent Durd)mcffer, 
intb ber M'ofimtg eineS fpiftcit llmfangS* 
niiiilcW («) ift gteid) bem Ouotienten 
nu$ ber ©upplcmentarfebnc (AC) (b. (). 
ber au bem Stfogcn (AC) geljbrigeit ©ctjne, 
meldjcr ben ju bem $eripl)erictointcl (a) 
gel)brigen ffloflcit (BC) jum .ftalbfreife 
l AH) ergiiujt') unb bem Durdjmeffer. 

CSS ift baber in Rig. 50a 
HC: AH sin of, BD^-ABsin p t 

Cl) : AH sin (or I- p), AC = AB cos of, 

AD AB cos p. 

s){ad) bem ficljrfajje be8 $totem&uS ergebeu ftdj nun au3 ben gtguten 
50a, b, c, d bc5. bic folgcnbeu bier ©leidjungen: 
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a) CD . AB = BC . AD + AC . HD , 

b) CD . AB + BC . AD --- AC . HD , 

c) CD . AB + AC . BD = HC . AD , 

d) CD . AB = AC . BD + HC . AD , 

unb aug bieieit ©leidjungcn unb bem obigen $ilfgfa|}c bie fjonnelii in § 85 
unb 86. Eg ift nur gu beadjten, bag in gig. 50b Z. CBD >•-- DBA — ADD 
■= 90° — « — 0 = 90° — (a + (5), unb bag in gig. 50d z; DHD • - CHA 
i- ABD = 90° — a + (3 = 90“ — (a — (3). 


§ 89. 

Stufgabc l. ©ie Xangente unb bie JSotangcnte ber ©umme 
u it b ber ®ifferenj jtoeier 2Biutet buret) bie jCangenten tic;,. 
SSotangenten ber einjeliten SBinlet aitggubrucfcn. 

Sluftbfung. ift 

to ( a _i_ d) sj 11 ( a + 0) _ sin a cos 0 -|- cos a sin 0 
cos (a + 0) cos a cos 0 — sin a sin 0 

sDibibiert man ben Sfiljler unb ben tenner bcS ertjafteuen sBrudjcs 


sin a 


unb tg/9 ■= 


bitrcb cos a cos 0 (ba man tg a = 

^ cos a 

fo cittftef)t 

to( a+ 0) .te.“ + _ t R.?. 

+ P) l-tgatg/J 

81 uf biefelbe 28 eife ertjfitt man 

tg a — tg 0 

I + tg a tg 0 


H - 1 0 ergnlteu mill i 
cos 0 


tg (a — 0) 


ctg ,« + /?) _ £& « ot ef- .L, 
ctg 0 + ctg a 

ctg (« — 0) = « ct S 0± l . 

ctg 0 — ctg a 

SBiirbe mau 83. tg (a-f 0) buret) tga nub ctg/? nuSbriicfen molten, 
fo inflate mau ben 8ftt)Ier unb ben Rennet beg obeu fiir tg (a | 0) crlialte 
lteit S&tudjeg burd) cos a sin 0 biliibiercu. 


§ 90. 

ftbuitgen. 

1. ®uxcl) gunttionen bon 80° unb 45° auBjubriidcu 

a) sin 76°. b) sin 15°. c) cos 75°. d) cos 15°. 

2. $>urdj gunltionen bon 45° unb 60° nuBjubruden 

a) sin 15°. b) cos 15°. c) sin 105°. d) cob 105°. 
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8. 28ie groff finb sin (a + p), sin. (a — P), cos (k + P), cos (a P), 

a) sin a = 0,6; sin p ===== 0,28? b) sin a = 0,8; cos (3 = 0,986? 

4. 23ic grofj finb tg (a 4 (3), tg (« — P), ctg (a + p), ctg (« P), 

menu gegeben finb 

a) tg « unb tg p? b) ctg a unb ctg jS? c) tg a unb ctg P? 

(1) ctg a unb tg p? 

5. aCSie gvofj finb tg (« + P), tg (« — P), ctg (a + p), ctg (a p), 
menu 

a) sin a — 0,6; sin (3 ==-•= 0,28? b) sin <t — 0,96 ; cos (3 = g £? 
o) tg ct =■ = 1? tg P d) ctg a — l B ® , ctg P --- *,"? 

e) tg a —■ 1,05; c.tg p — 4,95? 


II. x ju bctccfjncn, iuenn 

sin (a + p) -|- sin (a — p) sin (n -)- p) sin (<* P) 

n i x _ ‘ cos (a 4 P) 4 cos (a — p) cos (ft 4" P) — cos (“ P) 

_ sin [a + (3) H- sin (a — (3) cos (« -)•■ P) Hr cos (« — |3) 

x = cos (re + p) — cos (a — p) sin (« 4- (3) — sin (« --- (3) 

o) x — sin (a ~|- p) sin y — sin (|3 |- y ) sin tt — sin ( y - «) sin p. 

(1) x — siu (a |- p) cos y ■ sin (p y) cos a |- sin (y — «) cos p. 

o) x =■- sin (a |- (3) cob (« p) — (sin a cos ft 4- sin |3 cos p). 

fl x =-■■ cos (« | p) cos (a — p) I • (sin « + cos p) (sin « — cos p). 

g) x =- sin ( tt ~|- (3) cos (« - p) |- sin(iv— (3)cos(<v-|-f3) — 2 nine* cos «. 
_ sin (30° H- n) + cos (30" — «) — sin (60° — «) + cos (60° • | «) 

* x sin <t -|- cos it 

sin- (45° |- ft) — sin* (45° — n) 

1 1 X cos- (45" |- «) — cos* (45 « — ft) ' 

k) x cos (36" | n) cos (54" — «) — sin (36" |- «) Hin (54" - -- ft). 

tg it tg p __ Hin (it ( (3) 

' t.g ft — 1.g p sin (it — (3) 


111} X - - 


n) x — - 


tg « i tg p 
Ctg <1 ctg P 
ctg « -\- tg (3 _ 
ctg n — tg (3 


■ tg « tg p. 

cos (n 4" P ) 
cos (« — (3) 


n) x 


tg ft -l- Ctg P 
Ctg fl -I- tg P 


• ctg fl tg p. 


_ ctg ft _H- ctg (3 

P X ‘ ctg tt — tg p 


- ctg P tg (a + (3). 
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r) x = tg (45° + «) ~ f 

s) z = rqrij l ctg (45 ° ” a) - 

t) x = sin (or + |3) sin (a — |3) — (sin 2 « — sin 2 ^). 

v sin + g) sin (or — ff) . 

' (sin « + sin /3) (sin a — sin j3) 

7. SDnrdj gunftionen UDit or, (3 unb y auSjubriicfen 

a) sin (a + j3 + y). b) cos (a + (3 — y). c) tg (« — -f- y). 

d) ctg (a — (3 — y). 

8. x $u beredjnen, toenn 

a) x = sin (a + |5 + y) — sin (a + /3 — y ) — sin (a — /3 ]- y) 

+ sin (a — (3 — y) + 4 sin a sin (3 sin y. 

b) x = cos (a + |3 + y) -f- cos (or + |3 — y) + cos (a — ft + y) 

4- cos (or — |3 — y) — 4 cos « cos /3 cos y. 

sin (a -I- (3 H y) 

c) x = tg oi + tg/3 + tgy — tg o tgjStgy - v — * 

' 1:5 1 ^ r 1 ^ r 6 & r ^ 1 cos Cl COS p cor y 


7. Jit .futtkitonen cities HOtttkelB burd) Jnttkttonen bcs IjnUien MHitkels 
ttber bie -fttttktiflura bcs boppclicn HHitkels burd) JFunktionett bes riiifadictt 
Hfltnkela attsjubriicken mtb mngekeljrt. 


1. 6ej}t man 
tjfttt man 

Ilia. 

Illb. 

IIIo. 

Hid. 

ober 


§ 91. 

in ben beiben gormeln bee> S 85 a fiatt /?, jo cr 


sin 2 a 
COS 2 a 
COS 2 a 
COS 2 a 


=~ 2 sin « cos «, 

= cos 2 « — sin 2 « obcr 
= 1 — 2 sin 2 a 
= 2 cos 2 


S a 1D ll} nad ) S 82, 2. 


lit a. 

sin a 

= 2 sin | cos £ - 

III!,. 

COS a 

= cos 2 % — sin 2 f 

(C & 

nr c. 

COS cc 

= 1-2 sin 2 | > 


Ill'd. COS a =2 COS 2 | — 1. 

Stt betben ^otmelgtuppen ift ber SBinlel auf bet ttnten ©eite boppett 
fo grofj ate ber auf ber redjten ober ber SKinfet auf bet rectjten ©cite bie 
■ipitlfte be§ SBmlete auf ber liitlen. 
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2. ?(u? bett obigeu ftormetn ober am? ben gonneln be? § 89 er= 
fleben fid) 


tg 2 a ■••••-- 

2 tg a 

2 ctg a 

f — tg 2 a ~ 

ctg 2 a — 1 

tg a =- 

2tgj_ _ 

2 ctg ? 

l-tg 2 | 

ctg 2 ? - l’ 

ct.g 2 LX — - 

• 

ctg 2 a — 1 

2 ctg a 

1 -..tg l_a 
2tg a 

ctg a 

Ctg 2 “ - 1 

2 ctg \ 

l-t «*_?_ 
*tg 2 | ’ 


:t. sin 2 a 2 sin a coh a unb sin'- a -\- cos 2 a-- l fotgt 

2 sin a cos a 


sin 2 a 


cos- a f sin- a 


Diuibieut man ben nub tocn s Jlemtev bicfc^ ®r»clic* biivd) cos- a 

bej. sin 2 a, fo if t 


sin 2 ct 


sm a 


2 tg « 

2 ctg a 

1 + tg 2 a 

■ ctg 2 a + 1 

2 tg 2 

2Ctg J 

1 ltg 2 “ 

'•tg 2 * + 1 


ober 


I. iSbcufo crljalt man ait* cos 2 a 
cos 2 ct | sin 2 a - 1 

1 — tig 2 a 

I -|- tg 2 a 


cos 2 ct 


cus a ■ 


ctg 2 a J 
ctg 2 ? - 1. 

1 -1- tg 2 “ Ctg 2 “ + 1 


cos 2 a — sin 2 a unb 


ctR ' ift T! ober 


-tg 2 : 


5. Slue 2., 2. unb 4. folflt, bafj fid) alte gunftionen eines SBintel? 
buvcl) bie 'Sangeittc ober bie Slotaitfleute bes fjalbeit SBinlel? rational aui= 
brftcfen laffcit. 

ffamblb-Kocber, Xrifloiiomctrlc, Itmatficltunfl. 


9 



130 fjunltlimen elneS SBtnletS burdj gunttimten beS Ijatben 28tntel3 auSjitbriidcn. 


§ 92. 

1. Siift man bie beiben ©teifiungen § 91, Illc uub III d. nact) sin a 
bej. cos c uitb e6enfo bte beibett ©leictjungen §91, Ill'c unb 111' d nact) 

sin | bej. cos ^ auf, fo etljftlt man 

IT a. sin a = + V\ (1 — COS 2 a); 

IT b. COS a = ± /| (1 + COS 2 a) 

ober IV'a. sin y = 4-V| (1 — cos «); 

IV'b. cos | = + V\ (1 + cos «). 


2. Slug bett gotmeln IV a unb IV b bej. IV'a unb IV' b ergebcit fid) 


tg a 


V 


1 — coa 2 
1 + cos 2 a 1 


ober 



1 /T— cos a 
f 1 + cos a 1 


otg a = + 


i/T+oosio 

f 1 — cos 2 a 



I/T+ cos a 
r 1 — cos c 


3. ©rtoeitert man in jebet bet gormetn § 92,2 ben $8tud) untcr bev 
SBurjet mit feinem 3fit)ter ober feinem tenner, fo fotflt 


ober 


tg a = 
ctg a = 



1 — cos 2 a 

sin 2 a 

sin 2 a 

1 -j- cos 2 c 

1 + cos 2 c 

sin 2 a 

sin 2 c 

i — cos 2 a 

1 — cos a 

sin a 

sin c ~ 

i + cos a 1 

1 + cos a 

sin a 

sin a 

1 — cos a 


§ 93. 
libungen. 

1. ®ie gormelit § 91, III' a, m'c unb Ill'd ergeben fifi fur fpifee SBinfet 
aufi auf folgenbe SBeife. 2rtnn trage bie ^^otenufe AB = n beg bei 0 refit-- 
toinfiigen ®reiefi§ AOB an bie Sfafljete AO = b im iJJunlte A an 6i0 O', 
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ttcrtiinbe C' mit B imb fttffe ADJ_BC', baiut ift AC 'B = ABC' = —> 

DC' --- DB = c cob BC' = 2 c cos &u§ a = csina unb 

a - 2 c cos ~ sin folgt sin a — 2 sin cos auS b = c cos a unb 

1) |~ c — - 2 c cos coh folgt cob a = 2 cos 2 — 1. Ill c erfjcilt man, 

HHum man AB cmf AC bom s $unlte A au§ abtragt bis C" u. f. to. ©iet)e 

mid) J; 61. 

2. a) sin ~ unb cos ciuBjubrucfen burd) guuftioneu bon • - 

b) sin * nub cos -- bitrc£) $unft. b. ^ * 

e, ) sin 4 a unb cos 4 re burdj Suuft. b. 2 re, 

A) sin 20 a unb cos 20 a burdj Sunlt. b. 10 re, 

e) sin (o + (J) unb cos (a + §) burd) guult. b. - ^ - < 

f) sin 2 (« — p) unb cos 2 (« — P) burd) gunlt. b. « — §, 

»:) sin 60° unb cos 60° burdj Suntt. 30°, 

h) sin 90 n unb cos 90° burd) SuntL b. 45°. 


3. a) (iicgcbcu ift cos 4«; 

b) cos 60° = 

c) cos 30° •== \ 1^3; 

d) cos 90° -■ 0; 

c) cos 45° -- i V % ; 

n ms 72 n - ■ { (V 3 — l ); 


toie grofi finb bio gunltioncn bon 2 «■> 

tmc grofi finb bic gimttionen bon SO 0 ? 

luic grofi finb bic gunltioncn bon 15°? 

toic grofi finb bic gunftionen bon 45°? 

toic grofi finb bie ^unttionen bon 22° 30 ? 

»ric grofi finb bic gunttioncn bon 36°? 

[§ 84, 7 unb 8.J 


4 . x an bcrcdjuen, menu 
sin- re ctg « 
sin 2 re 


b) x 


(tg re -+ ct# re) sill 2 re. d) x — sin 2 re 2 ^ • _j_ ^ a 


a) x 
c) x 

Sin 10re cos 10 re tg 10 re + cos^lOre 
x r ' - ctg 10 re sin 20 a -f 2 sin 2 10 a 

a re a 1 , sin 

f ) x - - - sin _ cos n -^ tg ,- rt 1 *i 


sin 2 a 
2 sin re 


— sin a ctg re. 
tff a 


20 


20 ^ 20 


g) x 


2 sin -fa re 
(5-tg “ ctg | - sin 2 “ ) + sin a 
= (sin " + cos -~f +xcos 2 -|- 


COS ^ a. 


9 * 
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$)ie gimftioncu elneS SBiclfadjeit eineS SSintelS it. auSjufcdicfen. 


li) x = 
i) x = 

k) x — 

l) x - 

m) x = 

o) X = 

p) X =--= 


(sin 2 a cos 2 ft — sin 2 cos 2 a) — sin (a — /3 ) cos (a — 0). 
% ^sin ~ cos ~ + sin | cos — sin£ (a + 0) cos£ (a + (3). 


tg a + tg|3 + ctg a + ctg p — 4 


sin ( a + ft cos (“ P). 

sin 2 a sin 2 ($ 


_ sin 2 (a — S) 
~ tg^ - dg« + ctep - 2 ^ - > Bi]1 { f 


1 _ tg 2 a — 


cos 2 a 

cos 2 a 

1 -I- cos a a 

ctg 2 — ■ 

1 — cos a 2 


n) x = 1 — cos a — 2 sin 2 


(1 + cos a) tg 2 ~ + 2 (cos a — cos 2 j ■ 


(cos 2 a — cos 2 a) (1 + cos 2 a) 

— — — J am 2 a. 

sin 2 a * 4 


a) x =- 

r) x == tg a — ctg a + 2 etg 2 a. 
s') X = 


1— tg 2 a tga — ctga 
2 cos 2 a — — 7 —rro h 


t) X + 


4 

sin 2a 
cos 2 a 


1 + tg 2 a 1 tga + ctga 
= (1 + tg: or) (1 + ctga) — (.1 — tga) (1 — rigid. 


U) X — = 

cos-* a 


1 — cos 2 a . 

1 , 7 T + (1 X sniff. 

1 + cos 2 a v 


v) x == cos 2 (45° — a) — sin 2 (45° — -a) — sin 2 a. 

w) x 

x) x = 

y) X = v tg 2 a (1 — tg 2 a) ctg a. 

z) X — 


cos 4 (45° — a) — sin 4 (45° — a) — sin 2 a. 
<S («* + “)+** l 45 “ — «) — ctl! 2 2 „ ■ 




8, jDie £mktiimn eiues Dtclfadjcn ctucg MDtnhelg intrd) Jiuiktiouru 
bw ctufadjm iflittkels ansjukriuken. 

§ J)4. 

1 . sin 3 a = sin (2 a + a) — sin 2 a cos a cos 2 a sin a 

= 2 sin a cos a cos a + (cos 2 a — sin 2 cc) sin a 

— 2 sin a cos 2 a + sin a cos 2 a — sin* a 

= 3 sin a cos 2 a — sin* a 

= 3 sin a (1 — sin 2 a) — sin* a 

— 3 sin a — 4 sin* a. 



®lc< 5 uimuc ob. bleaifferenj betSlmtSob. bei-gojmuS jBjei erfflHnt et ic-mtSaubriiiim. 133 

Slitf dtjrtttdEje SBeife fotcjt 

2. cos 3 a = 4 cos'* a — 3 cos a. 

3. sin 4 a === 4 sin a cos 3 a — 4 sin 3 a cos a 

4 sin a cos a — 8 sin 3 a cos a 

— ■ 8 sin a cos 3 a — 4 sin a cos a. [4 a •■= 2a+ 2a 
obex = 2 . 2 a.] 

4. cos 4 a = 8 sin 4 a — 8 sin 2 a H- 1 

=-= 8 cos 4 a — 8 cos 2 a 1. 
o. sin r> a — - 16 sin 3 a — 20 sin 3 a -f - 3 sin a. 

6. cos 5 a -■■■■■■: 16 cos 5 a — 20 cos 3 a + ,"> cos a. 


§ 95 . 
Ubuugeit. 

x 511 bcrccfjnen, Wcmt 


1. 

x 

cos 3 a — cos a 

2 sin a sin 2 a 

sin 3 a + sin a 
2. X — - ' r 

2 cos a sin 2 a 

■ > 

• ). 

X - 

sin 3 a sin a , 

H- ctff 

cos 3 a — cos a ^ 

, sin 3 a — sin a 

a. 4. X — 

cob 3 a + cos a 

r, 

\ 

sin 3 a -j 4 sin 3 a 

cos 3 a — COS 3 a 



cos 3 a — 4 cos 3 a 

sin 3 a -|- Bin 3 a 

(i. 

X — - 

sin 3 a + cos 3 « — (cos « — sin ct) [1 + 2 sin 2 a). 

7. 

X — - 

sin 3 a — cos 3 a -| - (cos a + sin a) (1 - - 2 sin 2 a). 

H. 

x -- 

sin- 3 a cos 2 3 a — 

3 sin 2 2 a cos 2 « ~\- cos 3 2 a. 

<1, 

X 

sin (30° | a) sin (30° 

, COS 3 a 

-a) ~ - • 

4 cos « 

10. 

X 

cos (30" 1 «) CDS (30" 

sin 3 a 

a) - ■ y . - ' 

4 sin a 


9. Die .Sunnite obcr bte JJiferenj btr Sinus obcv btr fiofmua jineier 
tBinhel tu chtcu tiuglttbrigen Zusbruck ju oenuaubcln obcr burrl) Jhnk- 
tinunt bcr Ijitlbtu iittmmc ititb ber Ijalben DiflFeretij ber bttben BJiuhel 

(tuBjubriukeu. 

§ 96. 

Siivcl) iHbbition unb ©ubtroftion ber goxmeln 

sin (d + s) = sin d cos e + cos d sin e unb 
sin (d — e) = sin d cos £ : — cos d sin e 



1 34 ©uxnme ob. ble ©tffer enj ber ©ttmS ob. ber ®ofhiuS jiueler SfiMntel *c. etuSaubvucEeu, 


erfittlt man 

sin (d + e) + sin (d — e) = 2 sin d cos 8 unb 

sin (d + e) — sin (d — s) = 2 cos d sin e. 

SJlnf biefelfie SBeife folgt au<3 belt gormeln fur cos (d + e) unb 
cos (d — e) 

cos (d + e) + cos (d — e) = 2 cos d cos e unb 

cos (d + e) — cos (d — s) = — 2 sin d sin e. 


©ej}t man in biejen bier ©tetdjungen 

unb d — a = 0, 

a - 


d = « + * 
2 


d + 8 = a 

toorauS 

fo gdjen fie liber in 

Y a. sin « + sin £ = a sin 

Vb. sin « — sin £ = 2cos “ ^ sin a ~ ? , 


uitb 


2sin ?-i ? nAo ? ? 


2 C08 V ' 


To. cos a + cos |S = 2 cos — I " ® COS * k> 

y d. cos « — cos /? = — 2 sin ^ ^ sin • 


§ 97. 
Ubungeii. 


x ju 
1. x 

3. x 

5. x 

6. x 

7. x 

8. x 

9. x 


2. x =-■ 


4. x 


sin 75° — sin 15° 
sin 45° 

cos 15° + cos 75° 
sin 45° tg t>0 n 


bered)uen, toemt 
— - = sin 75° + sin 15°. 

cos 75° — cos 15° 

cos 45° 

sin a + sin j3 cos £ (« + p) 

sin (a -|- p) cos ^ (a — p) 

— sin (« + ft) cos cy — |- cos p 
cos a — cos p sin (a — jS) 

= (sin a + sin p) sin } (a — p) — sin (a — p) sin} (« + (3). 

(si n a -|- sin ft) (sin <s — sin fi) 

sin (a -\- p) sin (a — p) 

COS 2 a — COS 2 jS 

Sin (a + /?) sin (a — /?)' ’ • 
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10. x = \ (sin 2 a -f Bin 2 |S) — sin (a + (3) cob (a — 0). 

11. 1 = -J- (cob 2 a — cob 2 (3) -)- (sin a -)- sin j3) (Bin a — sin p). 

12. x 


13. x = 


14. x — 


15 a. 


x — 


sin 

2 a 

+ 

sin 

a 

COB 

2a 

+ 

cos 

ct 

sin 

3 a 

— 

sin 

ct 

COB 

3 a 

— 

cos 

ct 

cos 

5 a 

± 

cos 

ct 

COB 

5 a 

— 

COB 

ct 

2 

i Ctg 

a 




— tg$a. 


+ ctg 3 a ctg 2 a. 


COB a 


155. X = 


1 + 2 COB a Bin f a COB a 
1 sin Ja 

1 + 2 cos a sin f a 
[Sn 15 a unb 15 b ift her ttfte S&cucE) mit sin a ju ertoeitem] 
16 a. x = sin a + sin (120° + a) sin (240° + a). 

165. x = sin (30° + a) + sin (150° + a) + sin (270° + a). 


Sn einen etngtiebxigen 9Iu8btucf ju bertuanbeln; 


17. 

sin 2 a 4~ cos 2 «. 

18. 

cos 2 a — sin 2 a. 

19. 

1 — sin 2 a. 

20. 

1 — cos 2 a. 

21. 

1 — 2 sin 2 a. 

22. 

2 COB 2 ct — 1. 

23. 

J H- tg 2 a. 

24. 

1 4* ctg 2 a. 

25. 

1 — tg 2 a. 

26. 

ctg 2 a — 1. 

27. 

ctg « + tg Cf. 

28. 

ctg a — tg a. 

29. 

ctg 2 a — tg‘ 2 a. 

30. 

tg 2 a — sin 2 a. 

31. 

ctg 2 a — cos 2 of. 

32. 

1 + cos a. [§91,III\] 

33. 

- 1 - +i. 

COB a — 

34. 

sin a + £ sin 2 ct. 

35. 

tg a + sin ct. 

36. 

tg a ± tg (S. 

37. 

Ctg § + Ctg a. 

38. 

ctg a + tg /3. 

39. 

1 + tg a tg J3. 

40. 

Ctg a ctg (3 + 1. 

41. 

1 + ctg a tg (3. 

42. 

tg 2 a — tg 2 (3. 

43. 

Ctg 2 (3 — Ctg 2 a. 

44. 

ctg 2 a ■ - tg 2 (3. 

45. 

1 — tg 2 a tg 2 |S. 

46. 

ctg 2 a Ctg 2 (3 — 1. 

47. 

1 ctg 2 ct tg 2 /3. 

48. 

1 + sin a. [§ 78, 12 

unb 

§ 97, 32.] 

49. 

cos ct + sin 2 a . 

50. 

ctg a + cos a . 




1 + 2 COS a. [1 + 


sin ct 4- 2 sin a cos a 

51. 

2 cos « . 

sm a 





sin a 

4- sin 2 « . 






sin a ' ‘ “ j 



52. 

2 cos ct 1. 58 

. 2 sin a + tg a . 



54. 

sin a + COS a. [§ 78, 12 

5 unb § 96.] 55. 

tg a 

+ 1. 

56. 

1 + ctg a. 

57. sin a + cos (3, [§ 

78, 12 unb § 96.] 

58. 

2 Bin a + 1. [51.] 

59. 2 cos ct + ctg a. 



60. 

1 + sin ct + cob a. [(1 

1 cos ct) + sin a = 2cos 2 


^ . « ct , 

2sin 2 cos - = •■•] 

61. 

1 + sin a — cos a. 

62. 

1 — sin a + C0B 

63. 

1 — Bin a — cos a. 
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10. cos a cos p, sin a sin p, sin a cos p, cos a sin p (« > p) au8jit= 
briitkeit bunt) Juuktiawit turn a) « + p nub « — p. b) — ^ ntib “ „> ^ 

§ 98. 


1. cos a cos £ = ^ [cos (a — ff) H- cos (a + 0)J 


= cos 


a + ^ 


2 “ 


— sin 


2 a — p 

2 — r— 1 - = cos- 


> a — (} 


■ .) a H' 
am- 2 


[SOi.IUM 


2. sin a sin /9 = | [cos (a — 0) — cos (« + 0)] 

— sm 2 — — — sin 2 • = cos 2 — — r — cos 2 

3. sin a cos 0 = -J- [sin (a + 0) + sin (a — /?)] 
= cos 2 (^45° — — s ^ n2 ^5 ° — a 2 0 

= cos 2 ^45° — ° ^ — sin 2 ^45° — ^ ^ 

4. cos a sin £ = % [sin (a + j8) — sin [a — (J)\ 

— cos 2 ^45° — — cos 2 ^45° — a ~2 

= sin 2 ^45° - --j ^ - sin 2 (45° — a J <S )- 


« +J 
2 


11. 3Ugebrtttfd)£ Sumtimt, bmu ®lieber Jmtktifluen ber Winkfl ciiiea 
Drektkg entljnlten, utitjufortnen. 

§ 99. 

a, 0 uub 7 feieit bie SBinfet cine? ©reiects. 

Bu kmeifeit, bnfe 

1. a) sin 2 y — — sin 2 (a -\- ft), [sin 2 y • = 2 sin y cos y 

— 2 sin ( a + 0) (— cos (a + /?)).. .]. 

b) cos 2/ = cos 2 (a -\- 0). c) tg 2 y ----- — t.g 2 (a 0). 

a 8 y 

% sm a + sin 0 + sm y — 4 cos — cos ^ cos ^ ■ 

[sin a + sin /9 + sin 7 — sin a + sin £ + sin (a -f 0) 



SUgebv. Summed, beten ©flebet fJunttUmen bet SBittM e, ffiteieiS entlj., umjufonnen. 137 


. a + ( 3 a — P . a + P a + P 

= 2 sin cos — — - + 2 sin — — cos - ^ - 


=•- 2 sin 
— • 2 sin 


« + P 
2 

a H- P 
2 


a — 0 a + P' 

cos 2 + cos — 2* 1 

a + 0 . « — (S' 

cos + 003 2 ” 


0 . a + P 1 

“• 2 sin - • 2 cos g 

. . a + P ct p 
~ l sin — j--- cos 2 cos 2 


, a p y 
4 cos cos cos * 
111 


a + P jl g ~P 
2 ' 2 


cos 2 


'a + 0 _ Pi 
2 2 J 


3. sin a sin P — sin 7 =- 4 sin ^ sin ~ cos ^ • 

4. cos a -|- cos # cos 7 -- -1 sin ® sin ^ sin ^ | 1 . 

a ft . y 

r>. cos a + cos ft — cos 7 *L cos } cos ^ sin m) — 1 . 


<5- tg a + tg p I- tg 7 tg a tg p tg 7. 

7. ctg a + ctg p + ctg 7 -•= etg a ctg/? ctg 7 + 


K ctg « + ctg # — ctg 7 


■ ctg a ctg ft ctg 7 


sin a sin ft sin 7 
cos 2 7 

sin a sin/? sin 7 


, , . a a |- ft y a- -ft \ y 

\). sin a + cos /9 |- cos 7 1 sm coa ' cos 

1 ’J 


'I sin ^cosf'l.V 1 — ^Jcos^ir) 0 - ^ 


sin a + cos |- cos 7 = sin (0 -|- 7) I 2 cos ' ^ ’ cos 


. ft -|- 7 — 7 

•> f*n« ^ 1 «»()S H 1 


2 sin ^ | ^ cos ^ ^ + 2 cos ^ ^ cos ^ 2 ^ 


2 0,08 


*H-7 


■ ft -I- 7 , ft — y 

sin H‘ (i0H J 2 


**- 2 sin 


« . ft — 7 
cos + cos r 2 



138 SUgdrc- ©ummen, beren ©llebet gtmftioiteu bet SKHutel e. 5>relecf8 cntf)., tmjufonnen. 


J . a a+ft—y a — $ + 7 
2 4 4 

= 4 sin cos ^45° — — ) cos ^45° — -0- 
10. sin a — cos ft — cos 7 = — 4sm-^ 


sm 


<*+ft— 7 


sm 


-P +7 

~4 


= — 4 sin g- sin 


(^45° — 2 j sin ^45° — 


11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 


sin2a+ sm2ft + sin 2 7 = 4 sin a sin ft sin 7 . [1.] 

sia2a-|- sin2/9 — sin 2 7 = 4 cos a cos 0 sin 7. 

cos2a+ cos2ft + cos 27 = — 4 cos a cos ft cos 7 — 1. 

cos2a+ cos2 ft — cos 27 = — 4 sin a sin ft cos 7 + 1 . 

tg2a + tg2/9+tg27 = tg 2 a tg 2/9 tg 2 7. fl.| 

Ctg “ + ctg | + ctg | = ctg J ctg | ctg | • 


17. sin 2 a + sin 2 /9 + sin 2 7 = 2 (1 + cos « cos £0037). [$}92, 1 V a ; 
§ 99, 13.] 


18. sin 2 c + sin 2 ft — sin 2 7 = 2 sin a sin ft cos 7. 

19. cos 2 a + cos 2 ft + cos 2 7 = 1 — 2 cos a cos ft cos 7. 

20. cos 2 a + cos 2 ft — cos 2 7 = 1 — 2 sin a sin ft cos 7. 

21. sin 2 a + sin 2 ft + cos 2 7 = 1 + 2 sin a sin ft cos 7. 

22. sin 2 a + sin 2 ft — cos 2 7 = 1+2 cos a cos ft cos 7. 

23. sin 2 a — sin 2 ft 4- cos 2 7 = 1 — 2 cos c sin ft sin 7. 

24. sin 2 a + cos 2 ft + cos 2 7 = 2 (1 — cos a sin ft sin 7). 

25. cos 2 a + cos 2 ft — sin 2 7 = — 2 cos a cos ft cos 7. 

26- cos 2 f — cos 2 ft + sin 2 7 = 2 cos a sin ft sin 7. 

27. sin 2 ~ + sin 2 |-+ sin 2 £ = 1 — 2 sin ~ sin £ sin ? ■ 

28. sin 2 | + sin 2 ^ — sin 2 |- = 1—2 cos “ cos ~ sin £ - 

29. cos 2 ^ cos 2 ^ -f cos 2 ^ = 2 (1 + sin £ sin - sin jQ - 

30. cos 2 ^ + cos 2 ~ — cos 2 -£ = 2 cos ~ cos - sin J ■ 

31. sin 2 ^ + sin 2 ^ + cos 2 |- = 2 ^1 — cos ^ cos ^ sin 0- 
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32. sin 2 — + sin 2 ~ — cos 2 ^ = — 2 sin - sin -- sin ^ • 

33. sin 2 | — sin 2 1 + cos 2 ^ = 2 sin -cos | cos ■ 

34. cos 2 ^ +- cos 2 ~ + sin 2 ^ = 1 + 2 cos - cos ^ sin £ 

35. cos 2 ^ + cos 2 1 — sin 2 ^ =1 + 2 sin ® sin | sin ^ • 

36. cos 2 — cos 2 ^ + sin 2 ^- — 1 — 2 sin ^ cos ^ cos ^ • 


12. (Stbraud) ber 4 )tlf 0 tmnltel jar Itntforomog non Zusbriiriteu, Me jtdj 
jur Ujgarittjmifcfjeti ttedjuuug nid)t eigneu. 

8 loo. 

a, b, c feien reclle ©rOjjcu, bit lognrittjmifct) bevcdjuct mevbeu rofiffeu. 
x ju Betedjum, toenn 


1. x =- a + b. 


obev x •— b 


a o' 


Diait fdjreibe x — a ( i + ^ 

a) 3ft a > b >■ 0, fo fetjt man 

f) ” — cos fi, bamt ift x — - a (1 + cos n) obev 

il 

It) x - 2 a cos 2 & ■ 

b) 3ft a > 0, b > 0, a + b, fo fc(jt mail 

f) J/^ tjr f li bann ift x Ml tg 2 /M obev 

ft) x - CO g 2 ^ ' obev, ba a — b etg 2 //, 

m * - Ji .« 

b) 3ft a, + o, b ; : o, fo fcfjt man 


f) D = tg fi, bann ift x = a (1 + tg n) obev 
11 
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(Sebtattd) ber gittfBtoinM au i llmfornutug non SluSbriiden. 

tt) X - . n r _ » “.(«•-=»■) /, 

C0S ^ I. COS ft v “ 


= a 8 -i n i 4 - 5 ° +-<*) •/, 

COS 


; ober, ba a = b ctg //, 


ttf) * = b -- 45 °> y 2 L b **) y, 

sin P L sin |£i K " 

_ b /*]. 


sm 


® teic *)- t) toitb (i tieredjnet, bann au8 ©leid). ft) ober ftt) * 

2. x = a-b jniel; nur, toemt a> b> o, fami 

man aucf) fefcen j/~ = cos ft ober Y i = a i n p. 

3. X = Va + b! [sft a > b > o, fo fc&t man b = cos /t, bann 
ift x = cos ~ /2a. 

Sft a > o, b > o, a > b, fo fejjt man - -- tg /i, bann ift 

_v> _ y b " 

cos (i sin 
b 


x = 


4. x = y a — b. 


o. x 


L b ; 

in (i 

a > ^ > U; A —■= cos p\ x = sin Y'lu. 

tl V 

Y^a, ^ 008 v> x “ s '“ v n 

tg ?< y b. 

[a > b > 0 ; " — cos ; 


= a + ^ r_ — i. ^ b 


X -X Ctg2 £ . 


a>0, b>0, 


' & < b; Ka 




l 

cos 2 Y 


a < °' b < 0 j ~ = tg ^ I X — C fcg (45 o _ ^ 

= tg (45° 4- #*).] 



©ebtnurt) bet fcttfBwlntd jut ttinfotm uttfl Pen StuSbtuJeit- 
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= |/" • 1.5 obet 3 uttb 4.] 


6. x 

7. X = /a + b + /ft — 1). 


a> b > 0; - =- cos {, i\ 

8> 


X 


(cos ^ + sin /2a «... 2 /a cos — 45°) 

.-= 2 /a cos fir)" — =-■ 2/' 1 sin (45 fl + 

8. x = /a+ b — /a - b, 

ifiSie 7. x ---- 2 /a sin ( 45° — (*) =•-■•- 2/a cos (45° + 

9. x = a sin a + b cos a. 


sin (a |- (*■) . . 1 
tcu; x ■ ft • u 

h r ' COS ft 


sin (a H- //) 
sin |M 


a sm a + b cos a l(1 , 
10. I — 1 ■ l»M 

a sin a - ~ b cos « 


11. x = 


a sin /9_ 

— a cos ft 


[o^ a 

cos A cos # . 

p < 1 ; sm 2 /tz ; 

<*. c 

x -■ tgV 

A COS £ 

0 

■ 1 ; 

a con ft 1 ^ 

(i sin 2 ft ’ 

COS 2 (1 

a cos p 

c 

> <>; 

11,508 P > ; x 

c 

sill 2 jit tg ft 
COH 2 fl 


3m ®reiecE AJ3C ift [Ucrfll. § 03, 1 1 

ter - ~ S ’ n $ - „ ; ffa « - »<>° • ift a cos fj < a ; 

* c -- a cos 0 ' 

fftr a >90" ift ft cos ^> 0 . 

a sin a b cos 0 lb cos ^ x = "“jgr/gl 008 g. 

14 x “■ /cos a + b sin /?' [ft cob a cos(0 — ^)cos« 
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©ebraitd) bet §iIfSfelnfet jut Umfomtimg Don SluSbriidEeu. 


13. x = 


14. x 


a sin a + b sin ft 
a cos a + b cos fj 


b sin B 


a cos a 


J/" (a + b) 2 sin 2 ~ (a — b) 2 cos 2 " ■ 


a — b 


ctg~l = tgp; x 


a 4- b . r 
= — - sin -- ■ 


Wo 


La 4- b *"» 2 “ B r ’ * — .cos/* ““ 2 
15. x = V r a 2 4-b 2 — 2ab co8 7 , a > b > (I. 

[a) x = j/~ La — b) 2 4- 4ab sin 2 " 

, u l/ ( , 4absin 2 ^v a — b 
r (a — b) 2 cos /i 

2 Vab sin 4 Y , 

I— IT " = *8 !'■ 


b) x = j/" I (a 4- b) 2 — 4ab cos 2 " = (a + b) cos/*, WO 

2‘V r ab cos -4 y 

a 4- b ' ~ Sin 

3ft Itfimlicf) a >* 0, b > 0, fo ift (a — b) 2 L> 0; a 2 — 2 ab + b 2 O ; 
a 2 4“ 2 ab 4" b 2 L> 4 ab; a 4" b L> 2 Vab.] 


16. x 

17. x 

18. x 

19. x 


3 (S 

[V" 3,253 4- 7 y 2,2914] 1,02621. 


■j 


G 3 

5 V4, 23798 4- 3 VT, 34567 

0 3 __ 

5 V 4,23798 — 3 V 1,34567 


1,01. 


1 / 3 0 

Y 75 2,375 4- 25 /0,3745 4- 8,29572. 


1,46235 y 45,25 / 0,3757 — 21,125 V 5,23715. 
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©ebtaudj bee £>Uf3min£el jim SBfung quabtatlfdjer ©leldjungen. 


13. (Sebcattd) bet Ijilfeminhel jut Siifnttg qnabratifdjer (Sletdjmtgett mit 

eintt Uabekatmten. 

5 ? 101. 

3ebe quabratifdje (SJletcfjung Ift|t fid] auf cine bet folgeitbeit bier 
potmen bringen: 

I. x 2 + ax — b — - 0 , 11. x 2 — ax — b = 0 , 

III. x 2 + ax + b — - 0 , IV. x 2 — ax -\ l> — () , 

loo a unb b absolute teelle 3al)len bebeitteu. 

“Site SBut^eltt erl)fttt man in ben cinjelnen gfitlen 



3n belt gd.de u 1. ituti II. etl)fttt man ftetss recite SUurgctn, ba 
(^ 2 J + b nie negatiu ift. 3n ben gttllen 111. mtb IV. crli&lt man nut 

/ Ql \ 2 4 1) 

bann veette SButgeln, mean ( 9 1 > b r b. 1). 2 < 1. 


I. x 2 -| ax — b = 0. 

+ V< > 4 J) 

2/b 


X =.- 


' tg fi 1.8 1(10, 3. 


I- (- 1 + 1 ) 

2 \ COS [£ J 


a (- i + 1 ) 

2 \ 1 cos it) 




1 

cos n 


a 1 — cos // 
2 cos \i 


a 1. | cos n 
2 cos fi 


Xj = a 


sin 2 1 ft 
cos fl 


X 2 


cos 2 -4 u 
a ~ “ 
cos fl 
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©ebtaudj bei 4 §ltf8miu!el jur SBfung quabratl[d)er (itteidjituflen. 
ober, ba a = 2y1bctg /*, 

*1 = Vh tg J //. x a = — ’/b ctg 4 //. 

PProbe: x t x 2 = l/b tg 4 /* ( — Vb ctg 4 p) — - b. 

X, + I, - ft (tg i (< — Olg i (l) _ Vb MHr.-Mfl l‘ 

1 1 v 6 - r 6 ¥ r* cos 4 fl S1U ?> // 

= — 2 Vb = — 2 y^b ctg // - a. ) 

sin (i ^ ^ J 


1 

cr 1 

II 

0 

1 

(t + y 1 + 

p ^ 




^ tg ^ 


x =■■= ^ ( 1 ± - * - ) 

2 \ cos // i 

_ a cos (i — J- 1 


X) —■= 


X., 


X, = — 

2 cos p 

cos 2 4// 
x, = a ---- r 
cos// 

ober, ba a = 2 l/b ctg p , 
x L = V r b ctg \p. x 2 — - /b tg i //. 


a cos (i — I 

2 cos (i 

sin' 2 i u 

— a 3 r 

cos (l 


III. x 2 + ax + b = 0; ‘ < 1. 

a- 4 

•2/b 

a- =Sm '' 

X = — 2 (1 + COS fl ) 

X l = — — COS ft) Xj = — £ (1 -|- f!()8 fl) 

X[ = — a sin. 2 %ft x i — — a cos 2 | (i 

ober, k a = - 2 X^ , 
sm^ 

x i ~ l^b tg Jr fl. x. 2 = — Yb ctg 1 ( 1 . 
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4b 


IV. x 2 — ax + b = 0 ; -^ < l. 

a 

2 V"b 


— sin n 


x = ^ (1 + cos (i) 


x 1 = ~ (1 + cos (l) 
x, = a cos 2 & (t 

X, = Y b ctg \(i 


x -2 = 2 ( i “ OOS fl) 
x-j = a sin 2 fx 


S S ^/b 

ober, bn n= ^ 


x a = Vb tg 


t 2 - \ - ax + b = 0 ; --!?• > 1. IV'. x 2 - ax |- b = 0; | !j > 1. 

a- ’ 


i + 


V '■-'$) 

2 Vb 


1 

COH // 


£ (i + > tg 


X =• 2 (1 + i tg ( 1 ) 


. a 


I+iJtR/* x - 2 +i 2 { ^ 

obev, bn ;; Y b COH (J, 

I; 4 - i/b sin //. x - ^ + i Vb sin ;t. 


it tm line n. 

1. x 2 + 16,331 x b 3,54442 - 0. 

2. x 2 — 2,23618 x + 0,2638975 = 0. 

3. x 2 -|- 211,11 x - 2468,8642 = 0. 

4. x 2 — 0,8905 x — 12,452228 = 0. 

5. 124875 x 2 — 265264 x + 55696 = 0. 

6. 28125 x 2 + 80860 x — 10472 = 0. 
ftamtl^Woeber, EriRonoTUcttie, UninrOeltuiifl. 
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©otttometrifdje ©leldjungen. 


14. ®omom£trtfd)e <51rid)uug«t. 

§ 102 . 

©ntljdlt eine ©teidjung aujjer belannten ©rflfjett trigonomctrifdje. 
(goniometrifdje) gunltionen eineS unbelanntcn SBinletg (guultionen bees 
eiitfadjen, be§ boppelten, beS f>alben unbelannten SBinlelS, fjuitltioiteu bcS 
afadjeit beS unbelannten SBinlelS, too n einc gatt^e ober gebrodjeuc $al)l 
bebeutet, gitnttionen ber ©umme, ber SMffercitj au8 bem unbelannten itiib 
einem belannten Sffiinlet ober auS einem SSielfadjen be§ unbelannten unb 
einem SBietfad^eit eineS belannten SBinlelS), fo Ijeifit fic eine goitioine- 
trifle ®leid)itng mit einet Unbelannten. 2 jj au tflfi eine foldjc ©leidjnug 
im aKgemeinen, tnbem mart atte gunlttonen auf eine Munition cincS be* 
ftimmten 3BinleIau§brud§ jnriidfiiljrt unb bann bie,©Ieid)ung atgebraifd) 
nad) biefer Munition aufloft (b. \ bie 93rlid)e, SHammetn, SBurftctn fort* 
bie ©lieber mit ber Unbefaitnten auf bie cine ©cite, bie itbrigen 
©lieber auf bie anbere ©eite bringt u, f. to.). Oft gclingt eg and), bie 
©Icidjung in jtoei ober met)tere einfadjete ©Ieid)ungen jit jerlegcn, inbcm 
man bie ©teidjung fo umformt, bajj bie eine ©cite gleicl) SKuli unb bie 
anbere ©eite ein ifJrobuEt ift. 


§ 103. 

©oitiometrifd)e ©leidjungen mit enter Unbelannten. 

©efud|t bie SCBerte non <p stoifdien 0° unb 180°, tocldje ben 
folgenben ©leidjuitgen gettfigen. 


1. sin go = £ • = 30°; go 2 = 150°.] 

2. sin (go — 45°) = |/2. 3. cos <p =--* 1/3. 

4. »» 2 „_ 4 /3. 

5. cos (p 45°) = 4 1^2. [»-«■,• 

6. cos (go — 30°) = -$• Y'd. 7. tg g> = /3. 

8 . tg (go — 60°) = iV3. 9. tg (93 + 75®) = /3. 


10. ctg (go — 45°) = - 

11. ctg 2 go = i Yz. 


1. 



-{ 


135° 

.— 45°' 9 


12. ctg (go + 45°) = /3. 



13. 2 — sin 


cos 2 g> 
sin g> 


[§ 82, L] 


14. 


eos^ go 


— 5 tg 2 90 


I. 



©ontometrtfdje ©teldjungen. 
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15. tg cp ; otg g> = 3 : 1. 1 6. tg go — ctg cp = 0. 

1 7. sin 7> — cos 9? = 0. 

[1) Bin <p = cos cp 2) sin 71 = VT — sin 2 cp 

tg 73 = 1 sin 2 p = 1 — sin 2 cp 

<p — 45°. sin 7? = + jr 

sin cp = -$■ bet 0° < 7) < 180°, 

<P — ^350- $robe ergiebt, baft 

uoit biefen beibcn SBertert nut 45° gertiigt. ©er SBert 135° genitgt bet 
©tcictjuug 18.] 

18. sin cp + cos cp — 0. 10. sin cp — cos = 0. 

20. sin cprf\\ + cos cp — 0. '21, cos 7? ; tg cp = 3 : 2. 

22. cos cp H - = 2,5. 23. tg 7? (ctg 2 cp + 1) 4^3 = 4. 

cos cp 0 0 

24. ctg cp — Y 3 = ^ — tg cp. 

25. sin (p : tg cp = I ; 2. 2(>. cos 7? : ctg 7) — 1 : 2. 

[2 sin 7) =■-- tg cp 27. sin cp — cos 7?+ sin cp cost? = 1. 

2 sin 7> cos 7; = sin cp [sin cp — cos cp -j- sin cp cos cp — 1=0 

2 sin cp cos cp — sin cp = 0 sin cp (1 + cos cp) — (1 + cos 70 = 0 

sin cp (2 cos cp — 1) = 0 U + cos cp) (sin cp — 1) = 0... 

sin 73=0 2 cos 7 ) — 1=0 28. sin 7 4" cos cp — sin cp cos cp = 1. 

cp { 0 » cos Cp~^- }- 29. sin cp — cos cp + tg 7 = 1. 

7>, ---1 80° 7:r =M"I 

30. 2 sin cp + 2 cos cp — ctg cp — 

31. 2 sin 2 cp — sin cp tg <p — sin cp + \ tg cp = 0. 

32. sin rr — •* =ictgffl. 33. -- — cos <p == | tg r/5. 

’ p sin <p 1 ^ cos r/> 

34. cos (00 0 — <p) = HI + V3) sin <P- [§ 85 Ulli * 86 -^ 

3, r >. sin (30° + cp) =-■ : 2 sin 30° cos <p. 

30. sin (45° — (p) ■■=■ H^O - /2) sin 50. 

37. sin {<p + 30°) — sin Up — 30°) = ictg 9>- 

38. cos UP — 45°} — 003 (9? + 45 °) = fc S <P- 


10 * 
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39. cos 2 gp + sin 2 cp = 1. [§ 91.] 40. cos cp + .ain 2 ^ 3 • 

41. sin 2 90 + sin gp = 0. 42. cos 9? 4- cos ~ = — 1. 

43. cos 2 gp + sin gp = 1. 44. cos gp 4- sin ^ = 1. 

45. cos 4 cp + cos 2 gp = — 1. 

46. sin (gp ■+ 45°) — sin (gp — 45°) + sin (2 <p — 45°) 

— sin (2 gp + 45°) = V*2. 

47. sin 2 gp — tg c p = 0. 48. tg 2 cp — 3 tg (p 0. 

49. sin gp cos gp = £ . [ 2 Sln P co ® P — j] . 50. sin <p cos m ^ J . 

L sin 2 go = 1J 7 - 1 

51. sin (go + 15°) cos (go -f 15°) = jV"3. 

52. sin (cp + 30°) cos (go + 30°) = { Y§. 

53. tg cp + ctg (p — 2. 54. ctg <p — tg r/j = 2 V 3. 

55. (sin cp — cos go) 2 = sin 2 cp. 

56. (sin cp + cos go) 2 = % sin 2 cp. 

o7. sin go + cos gp = 0. [1) sin 2 gp cos 2 go 4- 2 sin gp cos r/> 0 ; 

1 + sin 2 go = 0. 

2) sin gp = + cos gp; sin 2 go = cos 2 gp; cos 2 cp — sin 2 (/> n ; 
cos 2 cp == 0. 3) tg cp = + l.] 

58. sin gp + cos cp = 1. 59. sin 9 + cos r/> V2. 

60. sin 2 gp + 2 sin gp — cos cp — 1. 

61. sin 2 gp + cos 2 gp + sin gp — cos cp — 1. 

62. sin 2 gp — cos 2 gp + sin cp — cos cp = 1. 

63. sin 2 gp + cos gp — 2 sin cp cos 2 cp = 1. 

64. sin (30° — gp) cos gp = -J-(cos 2 gp — 2 sin 2 <p). 

65. cos (30° — gp) cos cp = £^3 (5 cos 2 <p + 6 sin 2 9)). 

66. sin 2 gp + 2 sin 2 go = 1. [§ 92.] 

67. V3 sin 2 gp — 2 sin 2 cp — — 1. 

68. 8 sin 2 gp + V"3 sin 2 gp + cos 2 cp ~ 4, 

69. 4 cos 2 gp + £1/3 sin 2 gp — 3 cos 2 cp = 2. 

70. sin (30° +■ gp) cos cp = £ • 



©onlomctrlfdje (Sleidjitngen. 


71. r 9> l°° s g-: _ 2 cos ts M.1 

sin (p + sm 45° 2 

72. sin 2 <p 4- cos 2 93 + sin r/> + cos 93 = 0. j^(sin 29) + sin <p) 
4- (cos 2 9> + cos 93) = 0; 2 sin cos + 2 cos ^ 50 cos ^ = 0; 

cos ^ ^sin 4- cos j — 0. 

73. sin 3 93 + cos 3 <p + sin <p 4- cos <p =-- --■ 0. 

74. sin 4 93 4- cos 4 93 4- sin <p 4- cos <p -- 0. 

75. sin 4 93 4" cos 4 93 -f sin 2 (p 4- cos 2 <p — = 0. 


76. cos (75° + 9?) sin (75 u — g?j = 4 • [tj 98.] 

77. sin (75° + 93) sin (45° + <p) = jV3. 

78. cos (45° + 9 >) cos (15° + 9 )) — ^V3. 

79. tg (30° + 93) tg (30 u — 93) — ], • 

80. tg (75° I- 93) tg (15° + 93) -... - -V 



®iefe (.ytculjuiui tfijjt ficl) ciud) 
Ifljcu miter SliUocubuug ber 
Sonnetu § 82, 2 ober § 83, 4 u. 
5 obet § 91, 3 u. 4 ober § 92, J. 


, ,. . , , CCOHIt 

ft) Hin (92 -\- fi) - - • 

il 

82. 10000 sing) + 7002/2 cos (p = 11004. 

83. 20000 sin <p + 7402,6 cos <p — 19377. 

84. Y§ sin <p -| cos g> == 

85. cos 2 (p — V 3 sin 2 rp — V^. 

86. sin 2 rp + 1/3 cos 2 q> Vs. 87. cos (60° -|- rp) cos <p ■- A. 

88. sin fp + cos rp = 0. 89. sin <p + cos rp -- = 1. 

90. a sin 2 <p + bsinrp cosrp + ccos 2 cp — 0. [atg 2 g) + b tg rp + c ^ 0.] 

91. a sin 2 g? + bsinrp cosrp -f- c cos 2 rp cl. 

[a • (l — cos 2 rp) + b ■ $ sin 2 rp + c - J- (1 + cos 2 g>) — d 

b sin 2 9) + (c — a) cos 2 cp = 2 d — a — c.] 
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©outonietrtfdje ©teldjungeu. 


§ 104 . 


©onioraetrifdje ©leidjungeit mit jmei Unbelannteu.*) 

®efuc^t bie SBerte Don <p unb ip gittifc^eu 0° unb 180°, iretdje 
beu f olg enbett ©teidjungen gentigeit. 

1. 1. (p + ip = a a = 60°, 

II. si n p + sin f = a . a = -J-(/2 + /ti). 

©a aiig ©feidjuttg I bie ©untme ber beiben gefudjteit SEBinfet <p unb 
r P befannt ift, fo faint matt bie SBinfel leidjt finben, toemt matt nod) bic 
©iffetettj betfeI6en beredjnen tout. §ietju mufi ©leidjung II. fo utngc* 
formt toerben, baB fie nut nod) gunltionen ber ©uirnne unb bet ©iffetenj 
bet beiben SEBinfel entl)fitt. ®ie3 gefdjiefjt nadj § 96. ©amt ift 

I. <p -f ip = a 

H. 2»m2-t.?co S £=»_ a 

2 sin y cos ^ = a 


t) cos 


2 


a 

2 sin -Jr a ’ 


©teicTj. f) ergiebt fid, ? au3 I. <f> + *; au§ 93 + * mt b 


<p — '>p 


finbet man butdj Slbbition unb ©ubtraftion 95 unb ip. 


*) mlrb borau8gefc|,t, baft auger ben fjunfttonen nan 45“, 30° unb 00“ and) 
bie bon 16“ unb 22“ 30' nbgeteitet ftnb. (S3 1ft 

ain 15“ — cos 75“ = 4/2 — /3 = }- (y r 6— /2) , 

cos 15“ = sin 75“ = J y2 + / 3 ' = £(/0 + /2) , 

tg 15“ _ ctg 75“ = "|/" 7 — 4 /3 = 2 — /3 , 

ctg 15“ = tg 75“ = V 7 + 4/3 = 2 + /3 ; 

sin 22“ 30' = cos 07“3O' --= ^ y"2 — /2 , 
cos22“30' = sin 67“ 30' = i- /2 + /2 , 
tg 22“ SO' = ctg 07“ 30' = /2 — 1 , 
ctg 22“ 30' = tg 67“ 30' = /2'+ 1. 

Slufjerbeni tnlrb bet Umfornnungen bon SBurjelnuSbiucteu ©ebraudj gemadjt bon 
ber aitS ber Stritljmettl belanuten gormet 

V*± y* — yi(&+fe ! -b) ± Yi(& - y^-b ) . 



— 

— 

Gtontometrtfdje ©letdjungeu. 


1 

cos ^ 

— Xp_ 

2 

i(Y-i + /6) 

2 sin 30° 

i CV2 + /6) 

2. i 

i(V2 + Yn 


-xp 

r i5° 





2 ~ 

15° 





<P~y 

2 

-= 15 o 

"9 

** 1 

1! 

i 

- 15° 



go -f V’ 

= 30° 

cp -|- 1/1 

2" ~ 

30° 



fo 

= 45° 

M = 

15° 



lift 

-•= 15° 

lip 2 = 

45°. 


2. r/> + xp 

120° 

3. cp — xp 

- 60® 


mag> + cost/; = 

/0, 75. 

cos cp cos xp - 

--1,5. 


4. g) - 

-i/; = 

30° 

5. go — i p - 

- 60® 


cos g) — 

-COS 1/1 — 

i(/2- /6). 

sin go — cos xp = 


2/3. 


J. 

<p + y> 

=■- a 150° 




n. 

sin 2 cp sin 2 xp 

= a = i (4 — / :t). 



[i- 

<p -)- xp 

- a 




u. 

{ (1 — cos 2 go) 

+ 1 (1 - cos 2xp) 

-■ ft 





cos 2 cp -|- cos 2 xl> 

- 2 2 a 



2 cos (cp + ?/;) cos (r/3 — tp) 

2 — 2 a 




cos (cp • tp) 

1 'ft 





cos a 


7. y> 

- y> 

=■■ 3(>° 8. 

cp + y) 1 

[<). r )° 


I IDS 2 (f) 

|- cos 2 ip .. 

- 1(4 h- /a). 

■sin 2 (jp - - sin 2 7p 

.{ V: 2(2 

/» 

( J. ( p - 

1- V> 

- 105® 10. 

<f> + y> - i 

1.50“ 


sin 2 cp + cos’ 2 ?/? 

£(5 — /3 ). 

sin 2 f/j cos 2 ip - 

-*/:>. 



1 '• L ( p + •/’ ■-- a -- inn" 

11. sin go sin xp a ■ ■} (3 i/*2 — -|/"i li ). 

[II. | {cos (go - xp) — cos Up </!)} a 
cos (go — i/i) = 2 a + cos a.] 

12. (p xp = 300° 13. qp — xp ==■. 120° 

cos go cos xp — |( i -j- /3 .) tg go tg xp = /ft - - 2, 
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14. <p + = 180° 

4 - 


© — to 

Sin p cos — q — 
J! 


16. <p + 

ctg gc ctg 
18. 


= 120 ° 

■ = /.s — 2. 


15. g> + ip = 240° 

tg 9 > tg = /3 — 2. 

17. <p ■ — ip — 60° 

tg rjo ctg 1/J = 2 + V;t. 


I. <p + */> = a = 75 ° 

II. tg g> + tg ip — a = ^ (3 + V r 3)- 

fjj sin (p cos ip + cos <p sin _ 

L * cos cp cos •?/; 

2 sin (<p + ip) ___ 

cos (9? — ip) + cos (cp + ip) a 

2 sin a _ 

cos (9? — 7/)) + cos a 


19. cp — = 120° 

tg 9 ) — tg ip = — 3 + /3. 


20. I. 95 + ip 


H. 


sin 9 ) 
sin ip 


a = 150° 
a = Y'S. 


II. 


sin g> + sin ip a -f- 1 

sin cp — sin ip a — 1 

2 S in *+* cos 

2 cos 


21. <p — ip = 30° 

“ L £-* (1 + / 8 ). 

sin ip 


«tg *7 ; • 


a — 1 


a -|“ 1 
a — 1 


22 . cp + ip 
cos cp 
cos ip 


150° 

1-/3. 


23 . 


I. sin <p + sin ip = a = VT+ 2 V3 

II. cos <p + cosip = b = VT+ $ V3. 

T « • <P + ip <P — V } 

I. 2 sm r ^ — cos 2-—^—*- = a 



©ontomctrlfdje (Sleldjitngen. 


11. 2 cos ^ ^ cos ^ ^ — b 

te<p +>: = a 

^ 2 b 

J . cos 2 — 2sin i(fp + i/.))J 

sin cp — sin t/j — \ (>^6 — V*2 ) 

cos cp + cos ip = i (V^ S + Y'l ). 

sin (p + cos xp = -J (V"6 + Y% ) 

cos (p + sin 7/: = -J- (V^G — 1^2 ). 

sin cp — cos ip = | (V6 — B V"2 ) 
cos cp — sin ip = — -1 (/G + 3 /2 ). 

]. tg cp + tg i/> == a = 2 

11. ctg cp + otg ip = b = 2 (1 + t V"3 ). 

[I. ain (r/> + ip) = n. cos <p cos cp 

11. sin (cp + i p) = b sin cp sin y> 

I. sin (cp + ip) — { a cos (cp — tp) + •?>• a cos (cp + cp) 

J], sin (cp + cp) = i b cos (cp — cp) — -i b cos (cp + f) 

1/b sin (cp + i/i) = | ab cos (cp — ip) + -i- ab cos (cp + cp) 

II. a sin (cp + ip) = i ab cos (cp — ip) — J ab cos (cp + t/’> 

(b — a) sin (cp -\- tp) — ab cos (cp + ip) 

ab 

t) tg [tp I- f) ^ b _ a 
(a b) sin (<p + ip) = ab cos {cp xp) 
tt) cos (<P — Ip) =--- a ^ b sin [<P 4- </’)• I 

tg Cp — ctg ip = V G (2 + V"3 j 
ctg cp — tg ip = V" G (2 Y% )■ 

I. sin 7) sin — a — i U + V"3 ) "V^G 

II. cos cp cos ip = b = -J- (Y 6 ^2). 

[f) cos {cp + ip) = b — a 

ff) cos (cp — ip) = b + a. | 

sin cp cos ip — i (2 + /3 ) 

cos 90 sin y> = i ('2 — Y 3 ). 
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C. gSetedjtmitg von $uie<ken. 

1. fletedjtuutg turn Drriecknt an# riufadjeu Btiidwn mit l)tlf* bn* 

%onwmtlxiftym Jormelu. 

§ 105. 

it filing eit. 

1. ®ie $t)potenu|c eine$ redjtminHigen ®rciecfe fei k m, bic 311 ifjr gc 
Ijorige #bljc 1 m lang. SBie groft finb bte itfirigeu ©titde? 

k = 353,275; 1 = 154,025. 


C 



(Srfte Stuflbfiuxg. Su bom ®mcd ABC jci 
Zl ACB = 90 °, bie ^tjpotcnufc AB gteid) k m unb 
bie gu i^r ge^btige $t% CD gleidj 1 in. 

®ie grfljjere ffiattyete BC mbge gleid) x in, bie 
Satfjete AC gteicfc y m, Zl BAC = <p r ^ ABC = ip, bcv 
§tjpotenufenabftt)mtt AD gleidj z m, BD gleidj t, m 
unb bet glddjeninfjalt gleid& u qm fcin. 

StuS bent rec^ituinEIigeu ®retecl ACB crgiebt fid) 
i) x = k cos ip, 


au§ bent fiet D redjttomfftgert ®retecf BDC 
2) 1 = x sin ip. 

9 lu§ blefeit fieiben ©leidjungeit mit beu beibcn lliificEoiintcii x imb ip 
fflmten biefe fiered^net merbeit. 

®urd) Elimination bon x (inbem man bie fieiben ©leidjungeit mit ciit 
anber multiplijiert) erljdlt man 


1 = k cos ip sin ip, 

1 = i k sin 2 ip, 

2 1 

sin 2 ip = — ; TjterauS loirb ip beredjnct. 


1) x “ k cosip; 
cp = 90° — ip; 
y = k sin ip; 
n = *kl; 
z 1 ctgqo; 
t = 1 ctg't/j; 


x 


n 


y 

n 

z 

t 


n • 

n ) 

ft 1 

n ) 

tt • 


Serner ift 


tt 



ibetediumfl Uon ffireieien auS elufctdjen ©Widen mit §itfc bet gnniom. 3-raueIn 


21 
k 

log 2 + log 1 — log k 
log 2 = 0,30 108 

log 1 = 2,18 759 

— log k = — 2,54811 =- 0,45 189 — 3 

0,94 051 — 1 

/ 60° 41' 25" 

\119 # 18' 35" 

/ 30“ 20' 43" 

\ 59“ 39' 18". 

Sou bicfen beiben SBcrten geniigt nut bet etjkre, ba ip bet fleiueten 
iTatljcte gegeniiberlicgt, alfu tleinet al§ 45“ j e in uutfj; fotglid) ift 
ip = 30“ 20' 43" u. }. f. 


'ling 1) ltnb 2) Ijfltte man and) ip eliminicten Witnen, ba sin 2 ip cos 2 ip = 1. 


ymeite tlluftOfung. 

1) x 2 + y 2 = k 2 

2) xy — kl 

(x + y) 2 =- k 2 + 2 kl 
x + y =- Vk (k + 21) 

x — y — Vk (k — 21) 

x = i [Yk (k + 2 1) + /k (k - 2 1)J 

y i [Vk (k + 21) — /k (k - 21)1. 


tDtitte 'sllufliJjuiig. 

1) tz — l 2 

2) t + z = * k 

2) t 2 + z 2 + 2tz -= k 2 
1) 4tz — 41 2 

(t“— z) 2 ~=^ k 2 — 41 s 
t — z =-= /(k + 21) (k — 21) |t, > z| 
t + z ----- k 

t = i [k +V(k + 2 l)_(k — 2 1)| 

z = 1 [k - V(V+ 21) (it — 21)]. 

2. 2)ic SDlffetenj bet ^rojeftioneu bet Sfiatljeteu eineS ted)tluin£ligen 
StciccES attf ble §t)potenufe fet gleid) k m, bet griijjete bet beibeu fpi|eu 
2$ inlet g tetri) ij; cS fallen ble iibtigen ©tilde beredjuct luetbeu. 


sin 2 — 

log sin 2 — 

log sin 2 ip — 

2 iff == 
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©ifte SluflBfung. $n bent SDteiecE ABC fei Zl ACB = 90°, CD bog 
Don 0 anf AB gefftttte Sot, BD — AD gleid) k m unb bet griJfjete ftnfec SBittW 
BAC = rj, folglidj j/ ABC = 9Cr — ?? unb ^ BCD = vj. 

$>ie 5Proje!tton BD fei gleidj x m, AD gleidj y m, 
C bie jut ©tjpotenufe geljbtige ©5l)e CD gleidj z m, 

©eite BC gleic© t m unb ©eite AC gleidj n m. 

©3 etgeben fid© bte ©leidjungen 

1) x — y = k 

2) y = z ctg ?? 

3) x = z tg rj 



z tg 7} — Z Ctg ?? = k 
kcos rj am rj 


k 2 sin ?? cos rj 


tg 7} — ctg rj sin 2 ?? — cos 2 ?? — 2(cos 2 ?? — sin 2 ??) 


_ k sin 2?? k 

— 2 cos 2 rj 2 


tg 2 7] 


z = g ^g (180° — 2??). ©teraug mitb z bercdjuet. 

3Iu§ 2) unb 3) finbet man y unb x: 

k k 

7= 2 (180° — 2??) ctg?? nub x = 2 tg (180°— 2??) tg ??. 


folglidj ift x -f* y = ^ tg (180 n — 2 ??) (tg ?? + ctg tj) 

= k tg(180 o_ 2 „) ± cos ' 2> ? = k t g (180° — 2 rj ) _ k 

2 COB?? sin?? sin 2?/ cos (180° — 2i?) 


Renter finbet man aug ben beibeu t’edjtlmnlltgen ©reieden BDC unb ADC 

== Klin fQfiO nr\a nn ^ 

t 


= sin (90° — ??) = cos rj 
z 


t = 

COS Tj 

t = ^tg (180° — 2??) 
2 cos ?? 


= sin ?? 


z 

u = 

sm rj 

u = k tg (180° — 2 rj) 
2 Sin i j 


Slug 2) unb 8) Ijdtte ntatt cntdj z eltntinieren IBnnen; bann toftrbe man 
crfjalten Ijaben 


1') x — y = k 



'-berertjnunci bon ©reietoit nu 8 elnfarfjen Stilton mlt §Ufe ber goniom. gonneln. 15 

2 ') y = x ot g 2 »), eingefefet in 1 '), 
x - x ctg 2 ij = k 

x _ k __ k sin 2 ?? k sin 2 *; 

1 — ctg 2 rj sin 2 fj — cos 2 rj — cos 2 ij 

k sin 2 ri 

X = cos (180° — 2 r/j' 

SDicfcu SluSbrucf !artn man and^ auf bie gorm beS oben fur x erljaltenen 
s Jlu3brudeS bringcn; benn e§ ift 

^ 2 sin rj sin y cos rj k sin 2 rj 

i 2 cos (180° — 2 t/)cohi? 2 cos (180° — 2 17 ) ^ ^ 

_ k sin_(180 0 ~ 2 _^) 

— 2 cos (180 b — 2ij) S,? 

x == ^ (.180"— 2 17 ) tg ij. 

*$llt3 2 ') folflt 

k sin 2 m A k cob 2 tj 

y ” cos (180" — 2 *7) Ctff n ~~ COS (i80®~— 2 ij) ' 

X ^ y ~~ cos (180° — 2 vj) ^ Bin ** C0S ^ cos (180° — 2rj) 

$ incite StuflbfuitQ. Strligt man AD auf BD 
non D nuns ab bi$ E unb Derbinbet E mit C, banu 
ift HE BD — AD ---= k m, Z CED = y, 
jL BED 180° — v, ^ ECB = 7} — (90° — y) 

2 ■>/ 90° unb CE CA u m, folflUd) ift 

iiad) bcm ©imiSfaftc 

t : k -- sin (180° — y) : sin (2 y — 90°), 
t : k — sin y : cos (180° — - 2 ?/), 

k sin y 

cos (180° — 2 y) 

u : k = sin (90° — y) : sin (2 y — 90°), 
n : k = cos y : cos (180° — 2y), 

_ k cos y _ 

U cos (180° — 2 rj) 


r 



x 


Sift. 53. 





158 Seredmung bon S)xeiecfeu cuts clufacfjeu ©tiideu tutt .fittfe bet gcuiiuut. fjonuelu. 

9tu8 ben tieiben redE|±tuinHigcn ©ceieden BDO unb ADC ergicDt fid) 
x — t cos (90° — »/), y = n cos ?/, 

x = - ^ kcos 2 // 

cos (180°— 2 V y J cos (180®-'^2»/) 1 

z = n sin jt = k 008 V sin V = „ k sin 2 7/ _ lcjin (180"-~2i/) 

cos(180° — 2 tj) 2 cob (180°— 2t)) 2cos"(i80°- -2ij) 

= g t£ (180° — 2ij). 


@tn redjtininfligcS ©reied jit beredjnen cuts 


3) F, c. (55,44; 17). 

5) F, «. (2084,94; 69° 28' 25"). 


4) F, h 0 . (314,15; 15,3246). 


6) c + a, /J. (72,25; 44° 45' 38"). 7 
8) c -j- a, b. (100; 80). 9 


’) c — a, «. (100; 47° 55' 30" 
)) c — a, b. 


10) a -j- h 0 , a. (837,55; 56°45' 88"). 11) a — p’/S. (162,74^41® 6' 44" I. 
12) a+p, h 0 . (1086,2; 484,48). 13) a — p, h 0 . (8,6; 9,6). 

14) a -f- h, c. (29,75; 22,25). [sinqo -J- cos <p = H- y^i -4- gin 2 ®.l 

17! a i l 1 °' f- 8 , 6 ° 3 )- , 16) a + b — c, a. (60; 75® 8' 14" 1 . 

17) a + b + c, ho. (240; 14,8672). 18) a + b - c,h 0 . (80; 81,15). 


19) c + a, p. (81; 28,8). 

21) a + p, c. (109,762; 84,875). 

23) p 2 — q * F. (7; 6). 


20) p — q, a. (162,112; 780). 
22) a + b, h 0 . (252,75; 18,69). 


24) a, a 2 = c h 0 . (a = 86,976). 
26) a, h 0 2 = bq. (a — 620,27). 


25) a, b 2 = c h 0 . (a = 322, 1 4 ). 


GEin gleidjfdjenttigeS ©veieef ju beredjnen nu§ 

27) s, y. (99; 106® 15' 37"). 28) 2 a - c, y. (144' 32® 3l' 18") 

29 c + h a ,„ (1206,96; 26® 47' 6"). 30) a + h 0 ,c + h ft . (245; 854,827 1 . 
31) 2a + c, h 0 . (2312; 476). 


©men Sftljombug ju beredjtteit nuS 

32) a + h, o. (400; 46® 23' 44"). 
34) e + f, a. (210; 75). 


88) e — h, a. (32; 73® 44' 26"). 
86) e - f, a. (50; 125). 


©in 9lecf)ted ju beredpteit auS 

36) e + a, ^ (ea). (25,6; 14® 15'). 37) e + a, b. (40; 12). 
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38) SBJic grog finb bie fftabicn jmeter ®teifc, beren SDlittelpnnttgftreife 
(jleicf) am ift , tocnn bie iiugereit Dangcnten ben SStnlel a, bie inneren ben 
Sfiinfcl /3 intt cinanber lulbcn? a — 300; « = 3° 49' 14"; 0 = 69° 2' 14". 

39) 3loei bon ciitem 5)3 unite eines Kreifcg, beffen Snlbmcffet a m betriigt, 
miSgeljcube ©cl)uen bctljaltcn fid) toic b : o, bie ©umme bet (tteineren) jnge* 
tjbrigen SQtittctpunltSminlet ift glcidj a; trie grog finb biefe SOtittelpnnftStDintel 
unb bie ©etjnen? 

a =, YZ — V2; « = 240°; b : c = (/3 + 2) : (/3 + 1). 

40) Die. .'pa'ibmefjet jpneier einanbet fd)neibenben Steife berljalten fid) lttic 
m : n, bie. Siraunc bet Sffiintet, unter toeldjen bie gemeinfdjaftlidje ©eljne Don 
ben bciben SRittdpunften nuS erfdjeiut, ift gteid) a; nrie grog finb biefe SBinlel? 

m : n = (1 + 1^3 ) : 1 ; a = 120°. 

28ie grog finb bie fmibmcffcv, unb lnie grog ift bie SftittclpunttSftrecfe, menu 
bie gemeinfdjaftlidjc ©ctjue gktd) k cm ift? k = 10. 


S 106. 


II bun gen. 


1 . Die iibungcu § 69, 6 bis 15, toeldje bort unter 2tnlueubung bes? 
SiiutSfapcS gctiJft finb, oijue biefen mit .fiilfe bet cntftnnbeucu red)ttt)iutUgcn 
Drciecfe ju Ibfcu unb ben fiir bie llnbctnuntc jcbet Slufgabc fid) ergebenben 
WuSbrud nuf bie friitjer fiir it)it gcfmibene fiir lognrit(jmifd)c SBeredjnung 
gceiguctetc gorm ju briugcu. 

SBejeidjnct man 5. 58. in § 69, Llbuug 6, bie ©pipe bet ©dule mit S, ben 
^ufi mit F, ben bem guge niitjer getegenfu ifhintt mit P [r ben anbeven mit 
P.„ unb ift P,P 2 gteid) x m, SP, = y m, FP t = z m, fo ift 


a) 


y 


a 

sin a 


x 


y sin (of — 
sin /3 


-- (©inuSfafc); 


folfllicl) x 


a sin (a - fJ) 
sin u sin /3 


1) ) x + z -- a cts: §, z a ctg a; 

folfllicl) x — a ct. g j3 — a ctg a — a (ctg /3 — ctg a) 

/cos (3 cos «\ sin a cos |S — -^os j^sin (3 

~ a 'sin (3 sin a) a sin a sin § 


a sin (a — |3) 
sin a sin /3 


2 @8 toff bic (gntfcniuug ftlneier Spunfte A nub B beftimnit luerben. 
fiietm migt man eiue ©treefe CD fltcic^ am, ipetdje mit A unb B ut ber= 
ielbcit (Sbene liegt ltnb bie (^erabe AB nic£)t fefyueibet, mb m A unb B bic 
SBinfei CAD = <*, BAD ==;, ABC = v, OBO = 5 anf enf c^e SCuf gate, t 
a = 999,15; « = 36° 30; )3 = 42® 15; y = 50 45 ; 6 — 25 30. 
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SBercdptung non ©releden auS bcttebigeu ©titcleu. 


[9ftan begeidjne ^ ADC mit % ^ BCD mi t ©trede AC fei y in, BD z m 

lang. SKati briicEe y aitS bem ©reied ABC bnrdj x unb bie SBintet unb au3 
bent SDretecE ACD burdj a unb bie 2Bin!el au3, fefte bie fine y crl;nltenen 2tit3- 
brittle einauber gleldj unb Ibfe bie erljaltene ©leidjung nnc| x auf. ©benfo 
brude man z au3 ben ©reieden AJBD unb BCD burd) x begun a unb bie 
SBinTel au3, elimimere z unb Iflfe bie erljaltene ©leidjung uadj x auf. ©eftt 
man bie beibeu fiir x erbaltenen SluSbtitcle einauber gleid), fo credit man eiueu 

SEBert fur ; aujserbem ift <p + = /5 + y. § 104, 20.] 

3. ©ret ${5unfte A, B unb C liegen auf etner gernben Sinie, B 5lDifd^cit 
A unb C; bie beibeu 5Punfte A unb B ftnb a m bon einauber entfernt, bie 
Sfiunfte B unb Cbm. SBie inert ift ein attfjerfjalb biefer ©eraben gelcgencv 
5puuft D bon A, B unb C entfernt, menu bon itjin au3 AB unter bem 
SBiniet «, BC unter bem SSSiitEel /3 erfdjeint? a = .850; b = 050; 
« = 51° 53' 41"; |5 = 36° 57' 30". [9Rait briide BD au§ ben ©reieden 
DBA unb DBC au3 burdj AB, begin. BC unb bie SSintel unb beriidfidjtige, baft 

A + C = 180° — (a + P). § 104, 20.] 

4. ©3 ftnb brei Sunnite A, B unb C ber Cage itad) gegeben, AB = a m, 
BC = b m unb ABC = «; iit cinem $uufte D, ber in ber ©bene bev 
brei gegebenen ^unfte liegt, auf ber bem $unftc B entgegengefeftten ©cite bon 
AO, ftnb bie SBintet ADB = (3 unb CDB = y genteffeu. 2Bic inert ift I) 
bon A, B unb C entfernt? ($otljenotfd)e 2lufgabe.) a = 2575; b = 1250; 
a = 135° 45'; jS = 12° 29' 54"; y = 10° 10' 45". [BBfting tuie 3; cs 
ift iebod) A + C = 360° — (« + (3 + y)] 

5. Qtoti Drte A unb B (©todljolm unb Sap ber guteu §offnuitg) liegen 
unter bemfelbett SReribian; bie lyJrblidje geograpljifcfje 93reite Doit A ift gleid) a, 
bie fublidje bon B gteidj (3. 2tn biefeu beibeu Drteit finb 511 berfclbcn Scit 
bie genitf^biftangcn y beg. <5 eiiteg ©eftivncS (2Jiav3) beobadjtet, ate e3 
fulminicrte; bie 3 e tutf)btftang in A mar fiiblid), in B nBrblidj. ©3 full bie 
©ntfernung be3 ©eftirueS pom SRittelpmtfte ber ©rbe, bercit 9iabiu$ a 
SOieilen betrdgt, beredjnet lnerbcit. « = 59° 20' 31"; |S == 33° 54' 5 0"; 
y = 68° 14'; 6 = 25° 2'; a = 859. 


2. firndjumig non Dretcdiett tuts beltebigtn Stiidten (mit 4)tlfe bee Ktibine 
bes nmbefdjctebmu Iretfes)* 

§ 107. 

1. ©egebeu ber 9 iabtu£ bes mnbefdjriebetten SreifeS r mtb bie 
SBintel a, p mtb 7; gefudjt [bie 2 Iu 3 bruc£e fiir bie fotgenben ©rBfjen finb 
1) in foldje gorm ju brittgen, baja fie fiir togarittjmifctje Scred)itung tuBg- 
lid)ft geeignet finb, 2 ) in foldje ^otnt, baft fie $uufttonen to on a + $ 
ober 7 unb bon a — $ euttjalten] 

a) a. [§ 57, 2 ober 3.] b] b. c) c. 



SBeredjnung bon ®rekcfen nu® Belleblgen ©tiidten. 
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d) a + b. 


a + b = 2 r (sin c + sin 0) = 4 r sin a — cos — ^ - 

. y a — 8 "1 

= 4 r cos oos 1 


2 2 

e) a — b. 1) a 2 - b 2 . [a 2 - b 2 = (a + b) (a — b).] 

g) s. ^s == -y (a + b + c) = r (sin a + sin /3 + sin y) 

= 4 r cos ^ cos | cos ^ [§ 99, 2.] 

/ a. — 8 <x -j- 8\ y 

— 2 r (cos 9 ^ + cos 0 J cos ' 




, ( a— 8 , ■ 7\ 7 

= 2 v (cos ~ 2 + sin yj cos ^ 

h) s — c. i) ab. |ab = 4 r 2 sin c ain 8 

— 2 r 2 (cos (« — 8) — cos (« f 8)) = 2 r 2 (cos (a — /9) + cos y) 

- 4 r 2 (cos 2 “ -P - cos 2 a + ^ = 4 r 2 (cos 2 ?-=£ - sin 2 J 

=■ = 4 r 2 (sin 2 ® ^ — sin 2 f ~ --= 4 r 2 (cos 2 — sin 2 “ 9 -^) ■ J 


k) s (s — c). 1) (s — a) (s — b). m) J/^ 

n) "V^s (s — - a) (s — b) (s — c). 


(s — a) (a — b) (s — c) 
s 


2. ©Cfjebcit a, p, 7 ; flefucf)t 
a 


a) 

rt) 


b 

a 2 - b 2 


si 2 r sin a _ sm c 

b 2 r sin 0 sin 0 


b) 


, i 

e ) - C 2 ' 


i) : 


ab 


s — c 


b 2 


a + b 
c 

s — c 


c) 


*>;■ «> o 


a -|- b 
a — b 

s 


h) 


a -j- b 


a -j- b 


k) 


s — a 


m) 


s (s — o) 


(s — a) (s — b) 


3. ©egebcn einc bcr ©t Often tit 1) unb bie SBinlel; gcfitdjt r. 

4. ©cgeben eine ber ©rOftcn in 1) unb bie SBinlet; gefudjt cine 
anbci’c bcr ©rflfteit iit 1). [SDhtt briicle bie gegebene unb bie gefueftte 
(,S)r6ftc burdj r unb bie SBiutcI auS unb elitntniere auS ben beiben crljattenen 
©Icidjitngett r.] 

ft a m b 1 1) - {ft o e b 1 1 , Xtlgonomettlc f Umart eltung. 1 1 
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Scredjmoig bolt ©reteden au8 bellebigen ©tiicfen. 


§ 108. 

SDWt fpilfe bet tit § 107 fiir bie ©eiteit unb bie ©uimtte mtb bie 
©iffetetij jtteiet ©eiteit erfjalteneit SCuSbrficEe laffen fief) leid)t bte iit §§ 57, 
63, 64 uitb 59 jut Seredjttung eitteS beliebigett ©reiedS aufgeftetltcii ©fifoe 
abieiten. 


1. 9lu8 a = 2 r sin a, b = 2 r sin 0, c = 2 r sin y fotflt 

a : b = sin a : sin 0, 
b : c = sin 0 : sin y, 

c : a == sin y : sin a. (©er ©fttltSfafc. § 57.) 

2. Slug a ■+■ b = 4 r sin ^-y- cos — — unb 

a — b = 4r cos sin folgt 


(a + b) : (a — b) = ( sin y~cos - ^ : (cos sin 

= ig ^-y- : tg ~ 2 ~^- (©et ©aitgentenfaj). § 63.) 

©et ©angetttenfafe ergiebt fief) and) au§ bem ©inu8fa&e auf folgeube 
SDBeife: 3Iu§ a : b = sin a : sin 0 folgt 

a + b) : (a — b) = (sin a + sin 0) : (sin a — sin 0) 

. a 0 a — 

V din l — — />na 


2 sin — -—cog 




, a-\- 0 , a — 0 

= tg-TP : tg — JL. 


3. SCug ben trt 1) uttb 2) cmgefiiljrten ^ormeltt folgt 
(a + b) : c = (4 r cos -^-cos — y^j : (2 r sin y) 

= (4 r cos ^-cos a ^ :^4r sin yoos -0 


a — 0 . y 

cos — — : am ~ 
2 2 
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(a — b) : c = 


(4 r sin ?- sin ----- Pj ; (2 r sin 7) 

= r sin sin - : (4 r sin cos |-J 


. « — 0 
ain - -- * , 

2 


_ am ----- : cos ~ (®er <5Jau^if(i)e ©o^elfa^. § 64.) 


4 . ?tu§ a = 2 r sin a, b = 2 r sin P, c = 2 r sin 7 folgt 
a 2 + b 2 — c 2 — 4 r 2 (sin 2 a -J- sin 2 P — sin 2 7) 

= 8 r 2 sin a sin P cos 7 (§ 99, 18 .) 

= 2 . 2 r sin a . 2 r sin p . cos 7 
= 2 ab cos 7 

c 2 = a 2 b 2 — 2 ab cos 7 

n 2 _| U‘2 __ n2 

cos 7 = 0 ab ■ (®er ®ofinulfa&. § 59.) 

$>cr Mofinu 8 fa (3 liiftt ficl) aud) nod) auf folgenbe SBetfe ablciten. 

s Jiad) 3 ) ift ecus a 2 ^ " : ( ft + b) sin uitb 

<x — $ y 

csin ^ ='- ( il — b) cos fotglid) ift 

( cos 2 a 2 ^ + sin 2 U 0 = (11 + b) 2 sin 2 ~ (a — b) 2 cos 2 ^ 

c 2 = a 2 (sin 2 ^ + cos 2 --'j b 2 fsiu 2 ^ + cos 2 j 

— 2 ab (cos 2 ~ — sin 2 ~J 
— a 2 + b 2 ■ — 2 ab cos 7. 


§ 109. 

1. ©egeben r, a, p, 7; gefudjt 

a) ho . |^ho = a sin jS = 2 r sin a sin (9 

= r (cos (a — p) — cos (a + P)) — r (cos (a— P) + cos 7) 

11 * 
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= 2r^cos 2 — — cos 2 ”-"— ^ — 2r^cos 2 °— - — sin 2 -^ 

= 2+sin 2 ° - — sin 2 — 2r (cog 2 + — sin 2 - 

b) ba . c) lit . 


d) p. [p = a coa /9 = 2r sina cos /9 = r(sin (« + / 9 ) + sin(a — / 9 )) 

= r (sin 7 + sin (a — /?)).] 

e) q. f) hb + ba . g) hb — ba . h) p + q. i) p — q. 

it 1 . ;1 . 1 

k) h+H + ■£' 


+ 


1 


+ 


1 


2 r sin 0 sin 7 2 r sin 7 sin a 2 r sin a sin ft 

_ sin a + sin 0 + 7 2 cos cos cos ~~ 

2 r sin a sin 0 sin 7 r sin a sin 0 sin 7 

a 8 y 

2 cos y cos 2 C09 2 


o • a a - 8 8 y y 

8 r sin cos -s- sin + cos sin + cos 4 - 


4 r sin y sin ^ sin g 


in - 


i)A + i L. 

ha ^ hb h 0 


0) F. p) q) r) s) F (f + .1 + i-Y 

abc s s — c \h a hb h 0 / 


m) 


a + b + c 

1 + X + _1 

^ llV -T 


ha 1 hb 

F \ F 


ho 


, ba + bb + ho 

n ) T f— - 1 

_L j_ jL + . A . 

a ^ b — 0 


2. ©egebett a, /9, 7; gefuctjt 



0) 


hb ~h ba^ 

hb — ha' 


p + q 

p — 


hb 2 - 

-p 2 


e ) n 2 _ n 2 


q 2 


,p\ hb | ha ^ hb ha 
f) a + b ‘ S) a _ b * 


h) 


p - q 

a + b 


i) 


hb + ha 


j/j hohbhc_ 
abc 


C 
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1 4. 1_ 4. _L _ JL + A. +' 1 

IX ha ' lib ' ho \ ha hb he 

- i , t 2 1 • m) T _ X TX 

ha hb ho ha hb ” r ho 

3. ©egeben eine bet ©rflfeen in 1) unb bie SBinM; gefu^t r. 

4. ©egeben eine bet ©rbfeen in 1) unb bie SEBinlel; gefud)t eine anbete 
bet ©rflften in 1). 

5. ©egeben eine bet ©rBfeen in § 107, 1 unb § 109, 1 unb bie SBinfel; 
gcfud)t eine anbete bet ©tfijjen in § 107, 1 unb § 109, 1. 


:§ 110 . 

1. ©egeben r, a, 0, y; gejuc^t 


2 r ain a sin ft 
sin p t 


fjP t = a + l 


= !R + 



sin <jp, 


= sin (lR + a q = sin (lR — ° a ~ ) 

a - /9 


= cos 


2 r sin a sin /9 

w r = a -7” 

COS 6 


a sin 2 r sin « sin-g- 

U _ "sm>i ~ cos “ 7 ^ J 


b) n. 

p zr sm p sm-g- n 

°) T - r = ‘ -a-J- J 

L nos r J 


2 
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Setedjnunfl tion ®retecfen au8 Mtebtgen ©tildett. 


A 

d) u — v. u — v = - 


2 r (sin a — sin ft) sin —■ 


a — ft 
cos - g-e 


a . a — ft . y 

4rcos _P am ___f an | y . «-0 

=4rsin^ftg - p . 

cos -g-' 5 


2. ©egeben eine ber ©rfijjen tn 1) imb bie SButfd; gefitdCjf r. 

3. ©egeben eine ber ©riJfjeit in 1) mtb bie SBinfct; gefitdjt eiite anbere 
ber ©rbfcen in 1). 

4. ©egeben eine ber ©rfijjen in § 107,1, § 109,1 unb § 110,1 nnb 
bie SBinlel; gefucfyt eiite anbere biefeic ©rfljjcit. 


5. $u betueifen: 


a) w, = 


2 F 


(a + b) sin ^ 

2_F 
c cos 


2 P '= b w sin + a w sin \ • 

Jt 2 


b ) w r = [ 2 F = vw r cos £ -^+ uw y cos“ . 

p. fins L L ^ 2 


ober a) unb § 64. 


2 Bib y 

°) Wy = ^ cos [a) unb § 65, 1.] 

4 F y 

d ) V? = cos [a) unb § 70, o.] 


e) n = 
= ua sin ft + 


2 F 


(a + b) sin ft 

u sin ft 
sin a 


2 F = ua sin ft -f- vb sin a 


b sin 


a . 


2 F 


0 T “ r» + b)m.«" 8) ” “ ^T--f MO 

’ 2 r cos ~ 2 P 

T.\ 2 ab . ct — B r . . 

h ) = sm — y' ^ unb § 70 ' e J 



i) 

k) 


SBeie^nimg turn ©reiecten auS belteblgm ©tttden. 


Wa'.Wfi = (^sin /? cos ~2~~) ' f 8 ™- a 003 ~ 2 ~ ^) ' 

w, sin a cos — vrp sin /? cos — g 

* 2 

a — 0 

= w y sm 7 cos — ~~ • 

JU 
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§ 111 - 


1. 3 U betoetfen, baft 

a) (i == — • [©er gtfidjeitudjcrtt F be3 

©rcieclfl ABC ift gleidj bet ©umnte ber 
tJIfidjenin^atte ber ©reiecEe AWB, BWC 
unb CWA.) 

b) y = (s — c) tg = (s — a) tg I 


C 



— (s — b) tg ~ [Sn bem ©reied CA'W ift CA' = s — c.] 


'■IBaS cvgiebt fid), toemt 7 90°? 

a) q = j/"- s s k).(s — o). |sj[ u g b) mt b § 62, 3 obet 

^taniin. 5j 113, 6, 4 .] 


SBflfc ergiebt fid), menu a = b == cr 1 


a - B B • y y . a 

sin 2 sin ^ sin 2 sm ^ sm 2 sm 2 

*1) (J — (* ~ a — — b - 

y a 5 

cos g cob 2 cos £ 


58e> 


geirfjnct man ini ©reied AWB ©cite AW mit x, fo ift p = x sin - 

A 


uitb x : c == sin £ : sin 

A 


- a f - 1 *), b. 1). X = 


c sm 


cos J 


Sffiag ergiebt fid), menu a = /? == 7? 

b) (» = 4r sin sin sin ■ [d) unb § 57, 2.] 
SSJaS ergiebt fief), menu a = /? = 7? 
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SSei-edjttung bon SreteJen ctu8 belleblgeit Stitcfen. 


* F F F 

0 * “ 7=To< f ‘ - r=? <"> - r=5- 


[SDer gladjeiihiljalt beel 



2)teiecf3 ABC ift gleidj bcr ©untmc 
ber gladjcninljalte bcr Sreiecte 
AW 0 C unb BWoC beuiuinbert urn 
bett gflftdjenittljalt beS ®reiafci 
AW 0 B.] 


g) P« = ■ | 

— (s — a) ctg 
= (s — b) ctg 


= (S — (!) Cfcg j Ctg 2 tg J ; 

, a 

()» = s tg 2 

= (s — b) ctg \ 

= (a — c) ctg | 


= (a - a) ctg | ctg J tg| ; 

Pb = s tg^ = ( s — C ) ctg ~ = (s _ a ) c tg 7 

= (s — b) ctg ctg tg • 

S33a3 ergiebt fid) fflr y = 90°? 

b) po = ^ _ j/?> — b) (s - c), 


pb 


__ |/ s ( 8 — a ) ( s — c) 
r a — h ‘ 


SBo 3 ergiebt fidj fiir a = b 
i) Po 


c? 


cos ~ cos | 


cos | 


sin £ cos y 

a 

Sm 2 


= b 


sin l coa “ 

.... ; 

sm| 
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Pa 


8 y 
COS £ COS £ 

a •— 

cos «- 


a y 
Sin o COS 5- 

t — 2 2 


sm 


0 


sin ^ cos | 


sm 




y a 
cos ” cos o 

b — 2 2 


cos 


/? 


= c 


sm ^ cos 2 


= a 


sm ; 


sin ^ cos ^ 

• a 
sin 2 


SBag ergiebt fidj, menu a = 0 = y‘i 

1 \ , a 5 . 7 

K) 90 = 4 r cos cos y sm 

• a 8 7 

(>a = 4 r sm 2 cos cos 

. a . fi 7 

pb = 4 r cos g- sm ^ cos ^ ■ 

3Ba8 ergiebt fid), menu a = 0 = 7? 


2 . ©egebeit v, a, ft 7 ; gefudjt 

a) p a + pb. (2Bag ergiebt fid) fiir 7 = 90 °?) b) p a — pb- 
c) Po + p. d) p 0 — p. (2Bn§ etgiebt fidj fiir 7 = 90°?) 

e) ho — p. f) ho + po- s) P a — bo - h) ho — pb ■ 


3. ©egeben p ober pa ober pb ober p 0 ober eine ber ©rBfjeit in 2) unb 
bie SEBiiilel; gefudjt r. 

4. ©cgeben p ober p a ober pb ober p 0 ober eine ber ©riifieu in 2) unb 
bie ilMutel; gefudjt bie iibrigeit ber Oorftetjcnben ©rflffcn. 

5. ©cgebeit eine ber ©rBfjeit § 107, 1, § 109, 1, § 110, 1 unb § ill, 
1 11 . 2 uitb bie SBinfet; gefudjt bie itbrigen bicfcr ©rBjjen. 


§ 112 . 

9Jfrt .fpitfe ber ^aragrofjfjen 107 big 111 tafjt fid) teidjt bie lufgabe 
Uifen, nug einer ber ©rBfeen § 107, 1, § 109, 1, § 110, 1 unb § 111 , 1 u. 2 unb 
ben SBinfeln bag ©reiecE gu beredjnen. SDlan briidt bag gegebene ©tiid 
au§ butdj r nnb bie SBtnfel unb Ifift bie erijattene ®teid|ung nadj r auf; 
batui !aun man auS bem fiir r erljaltenen SBerte unb ben 2Bht!eIn jebeg 
beticbige ©Hid beredjnen. 
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$n ben folgenbeit Slufgabert ift etn§ ber gegebenen ©tilde ein SBinlcl 
obet bie ©iffereng gtoeier 5£Bin!el. 

Urn bie 5ffufga.be gu Iflfeit, briidt man bie beiben anberen gegebencn 
©tiide burd) r unb bie SBiuEel au§ unb eliminiert auS ben beibeit fo et= 
f) alien en ©leidjuugen (burd) ©ibifiott berfelben burctj einanber) r; ift eiuS 
ber beiben anberen gegebenen ©tiide r fetbft, fo briidt man ba8 anbere 
©tiid burd) r unb bie SBinfel aud unb fe|t in ber fo erljaltenen ©Icidjung 
ben fiir r gegebenen Sffiert ein. $ierburdj ert)fitt man eine ©Icidjung, 
to eld) e aufjer befannten ©tiJfjen enttoeber itur eiiten unbetannten SBinfct 
entljftlt ober gtoei ober aUe brei SBiufel. 3m erften gaUc bered)uet man 
au§ ber erljaltenen ©teidjung biefen SBiufel unb finbet bann mit ipilfe beS 
gegebenen SBinEelS ober ber gegebenen ©iffereng gtoeiet SEBinlel bie SBiufel 
be§ ©reiedS. ®en britten gaG ftifjrt man aitf ben gtoeiten gaG gurtid, 
inbem man einen ber uubefannten SBinfel bitrd) bie beiben anberen anS* 
briidt, ba ja bie ©umme bet SBinfet gleid) 180° ift. 3m gtoeiten unb 
britten gaGe ift bie Slufgabe auf eine ber Slufgaben in § 104 guritdgefiiffrt. 
©ie SenntniS ber Sfifung bet Slufgabe § 103, 81 with borauSgcfcjjt. 

Slufgabe 1. Sin ©reied gu beredjnen, tocnu bie ©umme glucier 
©eiten gleid) k m, bie ©umme ber gugeljorigen iptHjen gleid) 1 m unb bie 
©iffereng ber biefen ©eiten gegeniiberliegeitben SBinfet gleid) rj ift. 



= zl ACB = % unb 
= w in. ©amt ift 


SluflOfung. 3n bent ©reied ABC fci 
bie ©umme ber beiben ©eiten BC nub AC 
gleid) km, bie ©umme ber gugdjOvigcit .fpflljeu 
. AH a unb BHb gleid) 1 m unb bie ©iffereng 
ber biefen ©eiten gegeniibcrliegcnben SBiitfel 
BAC unb ABC gleid) ij. 

fei BC = xm, AC = ym, AH 
= zm, BHt = tm, ^ BAC = r/>, Z, ABC 
ber Stabiuet be§ umbefd)riebcueu SbreifeS MA 


1) 

2 ) 

3 ) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 


* + y * 
z -f- 1 

cp — if> 

x 

7 

z 

i 

V + V + X 


k 
1 

V 

2 w sin (p ^ 

2 w sin ip j 

2 w sin if) sin x 

2 w sin g> sin x 

' 180® 


§ 57, 2. 

} § 109, 1 a. 
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[®ic8 finb adjt ©leidjungeit wit adjt llnbefannteit. SMrbe feitie ber 
©leidjungeit l) Bid 7) bett unbelaitnten SBinfel % entfjalten , fo toiitbe bie 
©(eicfjuitg 8) (iberfitiffig fein.] 

©cf}t meat bie fiir x, y, z, t in ben ©leidjungeit 4) bid 7) erljaltenen 
9Iiidbriicfe tit bie ©Icidjmtgen 1) unb 2) ein, fo er£)fttt man 

1 ' ) 2 w (sin cp sin i/>) = k 

2 ') 2 w sin x (sin ( P + sin ip) = 1 

3 ’) <p — — tj 

4') 9> + V>+ J£= 180® 


(Slimiuiert man att§ ben Beiben erften ©teidjmtgen (buxcfj SMnifioit) w, 
fo ift 

1 ) sin X = ^ 

2 ") <p — ip = rj 

3 ") cp + y + x = 180 ° 


SBevedjnet matt and l") x unb fefit bett cxCjalteneit SBevi itt 3") ein, 
fo famt man auS 2 ") tiitb 3") cp unb t p beredjiten. Stud 1 ') abet 2 ') er= 
giebt fid) battn w. ®a man fc^t ben fftabiud bed umbefdjriebenen Sfveifed 
unb bie SBiuM femtt, fo faun man jebe ber itt ben 5Paragra|.it)eit 107 bid 
111 angeffiljrtcn ©rBfieit bererfjnen. 

Senterhutg. fffiitt man bie grofte 3 n^ ber a ben anfangd aufgefteHteit 
©leicijuiigeu ( 8 ) Ucrmcibcn, fo Devffiljrt man auf folgcube 2 Beife; 

Kvii bent QDretccf ABC fei bie Suminc ber beiben Scitcit BC unb AC gfcidj 
k m, bie ©unutie ber flugeTjBrigcu $bt)en AH a nnb BHb gteicl) 1 m unb bie 
Different ber biefen ©eiten gegeuitberliegcnben SGSinfcl BAC unb ABO gleid) 17 . 
Berner fei Z. BAC =- <p, Z ABC =--= il>, Z, ACB =•■- % unb ber 'Jtnbiud bed 
umbefdjriebenen SVrcifcd gleid) w m. Shinn ift (uncf) ben frufjev abgeleiteten 
fformctit a == 2 r sin « unb h 0 = 2 r sin a sin (?) 

1 ) 2 w (sin cp + sin ip) = k 

2 ) 2 w sin x (sin 9 ) + sin if/) = 1 

3) cp — ip — *1 

4 ) cp 4” ty “I - x === 180® n. f. In. 

atufgabc 2. (Sin ®reied ju bered)iten, menu bie ®ifferens gineier 
©eiten gtcid) k cm, bie ©ifferenj iljret fprojeftionen auf bie britte ©eitc 

gleicfj 1 cm nnb bie ©ifferenj ber ben beiben erften ©eiten gegeniibertiegeu* 

ben SBinfel gleid) n ift. 
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3tufl8fung. Sit bem ©reiecf ABC fei BC — AC = kcm, CHo ba3 
turn C auf AB gefftHte Sot, HoB — H®A = 1 can unb Z BAC -- ABC 
= r). Renter fei BC = x cm, AC = y cm, H 0 B = z cm, HoA = t cm, 

Z. BAC = g>, Z ABC — ip, Z ACB = % wtb ber SiabiuS beS umOe= 

fd)rie6enen SreifeS MA = ucm. @3 ift 

1) x — y = k 

2) z — t =1 

3 ) 50 — y> = r) 

4 ) x = 2 u sin <p 

5 ) j = 2 u sin ip 

6) z = 2 a sin <p cos ip 

7 ) t = 2 u gos <p sin ip 

l') « 2 u (sin 0 — sin ip) = k 

2') 2 u (sin q> cos ip — cos <p sin ip) = 1 
2 u sin (ep — V ; ) = 1 

3 ) <p — Ip = 7 } 

sin <p — sin ip k 

sin (go — ip) 1 

2 ^) (p ip = jj 

5Die3 finb jtoei ©Ieid)ungen mit gtoei Unbefaunteu cp unb ip. ®a 
man auS 2 ") 9 -ip = v fennt, fo mufe man, um <p + xp 3 u finbcn, 
©letdfung 1 ) fo umformen, bag fie aufcer belannten ©rfifjen nur nod) 
gunftionen bon 95 + rp unb <p — ip entlj&It. ®anu ift 

20^4^2 _k 

sin (g> — ip) 1 

©a auf ber linfen ©eite gunftionen bon <p — xp unb bon <p v auf* 

treten, fo fudjt man biefelbe, um fie bicHeicf)t bereinfadjen 3 u tfinucu, fo 
ltmjuformen, baf) nur nod) fjunltionen bon <p — y> ober nur nod) fjunf 

tionen bon — ^ bortommen. 

2 cos g + g sin gye = k 
2sin*-p cos ^ 1 


1 ") 



SBeredjnung bmt SJreteiett au§ beltebtgen ©tfiiett. 


17? 


1 ") 


cos 


cos 


<P ±v> 
2 

v—y 


k 

1 


2 ") 


COS 


(p — t/J = 7j 

g-±JP _ k cos 5. 

2 ~ 1 008 2 


§ierau8 toirb beredjnet ©a man au§ 2") rp—y, ntfo audj 

(p ~£ !ennt, fo finbet man <p unb ip unb bamit aucf) %. 9Iu8 2') ergiebt 

fid) u. 

2tnbete SluflOfungen. 

1. 1) x — y = k 

2) z — t = 1 

3) go — Ip = T) 


— I v COS Q 

V lXl- OT V+* l§ 64 obe t § 108,3.] 

(i + y) (* _- y) _ t ™ 70; la i 

5) z 2 _ t 2“ (z + t) (z - 1) L8 u ' J 


9 —V 


n x+y 
J z + t 


v 

cos 2 


COS 


<P + V 


2') x +.y. 1 = i 

l) z + t 1 1 


k 

1 


COS 

cos 


<p_±y 

2 

V 
2 


w 4- k ri 
cos = ! cos 2 


2. ©tttgt man H C A auf H 0 B bon H 0 auS bi§ jum fpunfte D ab unb 
betbinbet D mit 0, fo ift tit bem ©tried BCD DC = AC — y cm. 
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BC — DC = k cm, BD = H 0 B — H 0 A = 1 cm, ^ BCD - = <p - - m 
= V. ^ BDC = ISO 0 - q>. golgtic^ ift 

k : 1 = cos : cos [§ 64 ober § 11)8, 3.] 


<p + V> k 
cos- 2 — — -j 


cos 


1 
2 ' 


3. SEragtman CD auf CB Don C cmS a(i bttEuub uerbiitbctEmitD, bamt 
tft in bem ©tried BDE BD = 1 cm, BE = kcm, ^ BED = 90" + <p ~ 

= 90° + ^ BDE = 90« — £-+•*- gotglidj ift imd) bcm SinuS- 

fa|e 


k:l = cos V : cos i 


COS 


9° + V = k ,. os 5 
2 1 0 2 


4. Sm ©reiecE BCD ift nacE) bem ftoffnuSfa&c 

i) X 2 + y 2 _ 2xj cos 7] = l 2 ; ferner ift 
x — y = k 

1) x 2 + y 2 — 2xy cos?? = l 2 * 

2) x 2 + y 2 — 2 xy = ] £ 2 

2xy(1 — cos?/) = l 2 — k 2 
2 x y (l - (l _ 2 sin 2 Jj) l 2 _ k 2 

1 ') 4xy= 12 ~ k2 

sin 2 1- 

2') x 2 + y 2 — 2xy = k 2 


fx + y) 2 
* + 7 
x + 7 


l 2 — k 2 l 2 — k 2 cos 2 

—r~z- + k 2 = . 


sin 2 -|- 


sin 2 


k 2 cos 2 -j. 

L 


if p- 

“"l) 1 
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®n x 2 — y 2 = z 2 — t 2 uttb x + y |> z + t, fo ift x — y < z — t, 
b. 1). k < 1, j V - < ] r j cos < 1. ©e|t matt baljer [§ 100, 4] 

k tj 

Y cos = cos ( 1 , 



'Jlufgabe 3. (Sin ®reiec£ gu beted)tten, menu bie ©iffereng cm3 bet 
gu eittct ©eitc getjBtigen §0t)e ttnb bem -StabiuS beS eittbefcIjTiebcixcii 
SfrcifcS glcidj k ra, bie ©umme bet beiben attbeten ©eiten gteiclj 1 m unb . 
bet lion biefen beibcit ©eiten eittgefd)loffene SBittfel glcid) rj ift. 

itf t iif u ng. 3tt bem $tciec£ ABC fei bie ©iffeteug attl bet gut ©eite 
AB gcljfltigeii .fiBI)e CH 0 unb bem SftabiuS be§ einbefd)ficbeiten .ttreijeS WC 
gtcid) k m, bie ©umrne bet beiben anberen ©eiten BC uitb AC gtcid) 1 m 
nub bet Uoit biefen beiben ©eiten eittgefd)Ioffene SSinfel ACB = r). @3 fei 
CHo = xra, WC , = ym, BC = zm, AC = tm, ^BAC = <jp, ^1ABC = i/.’ 
unb bet SRabittS be3 umbefdjtiebencit $Sreife3 MA==um. 2) nit it ift 


1) x - - y = k 

2) z + t = 1 

3 ) rp + V } = 180 ° — rj 

4) x = 2 u sin <p sin ip 

5) y = 4 u sin y sin ^ sin ^ [§ 11.1, lej 

6) z = 2 n sin (p 

7) t = 2 u sini/j 


, . . 7 ? . <p . ! 

1 ) 2 u sm <p am f — 4 n sm sin sm ■— = k 
4n sin 2. sin ^ (% cos cos — sin ^0 = k 
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2 ') 

3') 


2 u (sin <p + sin ip) — 1 

g> ip — 180° — y 


w 2 sin f sin| (2cos f- cos f- — sin f) _ k 
sin <p + gin ip 1 


2 ") 


1 

g> + ip — 180° — rj 


n ( o os ~ t:z 003 y ^)( cos V^ + co * 9 ~ sin J ) = _ k 

' . ft\ _L lit rf\ nil 


2 ") 


2 sin cos -~ 2 ^ 


<P + ip = 180 0 — rj 


( oos ^_, ia j)*.*-^* k 


2 cos ^ cos ^ g— 


(p — ip 2 k V , W 
cos g~" = -j- cos + sin -j- 

,v 2k 

t) j- == ctg (1 

(p — ip , « . « 

— 2“ r = ctg (i cos ^ + sin 


cos 


ft) e°s fp 2 9 = 


COS 


0“ 2) 


sin // 


9tu^ f) Tatrb //, auS ft) Cp ^ — betedjnet; IjieranS unb ait§ 2") fiubct 
man <p uitb ip. 9iun berecfjnet man u aitg bet - ©leidjiutg 
2 # ) 2 n (sin <p + sin y>) = 1 

. . <p + ip <p — ip , 

4 u sin - cos ■ — - — 1 


j 17 «P — 1 /J 

4 cos g cos — - 9 r 

Stufgabe 4. ©in ©rctecE ju beredjnen , menu bie ©iffeveng ainS bcr 
gu einer ©eite gei)0rigen §6f)e unb bem 3iabiu§ beS einbefdjriebeueu SrcifeS 
gletd) km, bie ©umme ber Beiben anberen ©eiten gleidj 1m itnb ber bet 
graven ber Beiben lenten ©eiten gegenfibetliegenbe SBiitlel gteidj r\ ift. 
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Sluflfifuitg. Sn bent ©reiecf ABC fet bie ©tffereuj aug ber jur 
Seite AB geljflrigen CH 0 unb bent SftabiuS beg eutbefdjriebetien 
.ftreifeg WC' gfeidj k m, bie ©umme bet beibett anberen ©eiten BO unb 
AC gteidj 1 m mtb bet bet grfljjeren bon biefen beiben ©eileu gegenfiber* 
liegenbe SBiitfet BAC gteid) tj. ®g fei fernet CH 0 gletdj im, W(J gleicfy 
y m, BC gtcidj z m, AC gteid) t m, zd ABC gteid) <p, Z. ACB = rp unb 
ber 8ftabiu8 bc8 umbefdjriebenett Sveifeg gleit^ u m. ©ann ift 


1) x — y = k 
2 .) z + t = 1 

3) <p + V = 180° — f] 

4) x = 2 u sin tj sin <p 


f»t 


. . ii . «) . ip 

= 4 u sin -£■ sin sin x. 


0) z = 2 u sin rj 

7.) t = 2 u s in <p 


J') 2 u sin ■>] sin <jp — 4 u sin ~ sin sin ~ = k 

Ji A L 


*) 

3') 


4 u sin 


inf sin | (2 


V <P ' Y 
COS cos — siu^- 
L A A 

2 u (sin rj + sin (p) = 



k 

1 


<p + ip = 180° — rj 


2 sin - sin ^ ^2 cos | cos-| — sin ^ 


sin rj + sin <p 


2 ") 


— 1 

cp + V = 180° — 1 1 


2") ip = 180° — rj — <p 

2 sin sin ^ (2 cos ^ cos | — cos - ~ ^ ^ 


t) 


sin + sin <p 

sin | (cos I cos £ + sin sin ^ 
sin 77 + sin <P 


Bin cos - g ^ 
2sin 7±iP C OS^" 


1 

k 

2 1 sin |- 

Jt 

2 1 sin 1 


Mnmb tt)«9tocbcr, Irlflonomctvtc, ttinar6ettmtg. 
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tt) 


• <P 

am % 


am 


v +JP 


sin | cos | + cos |sin| 


1 sin g 
lain | 


sm 


k 


sinlctg| + cos J 
2 z / 


1 sin o 


<P 


ctg| 

^Se|e ^ = ctg fi, bamt ift 


1 , J? 

: ¥ “ ctg 2 


rp sin (^ 2 |U ) 

ctg £ = ' . „ . 

z sin ^ sin u 


® a l±-?_£=.2. (aifo belannt) ift, fo tjfttte man bie ©leitfiunfl ft) 
2 2 2 

aud) auf folgenbe SOBeife liifeit Mmtcn: 

sin - ~ ^ + sin | 1 sin | + k 

sin — sin | 1 sin g — ■ k 

2 sin cog 5 1 sin | *+ k 

2 cos = 1 sin J - k 


^ 1 sin g — k 


SDa 1 sin|- > 0 unb k > 0, fo fefet man 


V— 

f 1 sin 


=tg//, bamt ift 


te 1±1sp _ L+AsV t V_ = ? . t g 1 . 

tg 4 — 1 - tg V 6 4 cos 2 p B 4 


iH-S 
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©teidjuiig f) Ijiitte aud) auf folgenbe SBetfe be^anbelt ttetbert filttnen: 
cos ~ sin cos -|- + sin sin 2 ^ k 

sin rj + sin <p 2lsin-|- 

J- cos sin#> £sin -jj (1 — cos<p) k 

sin rj + sin <p 2 1 sin 

1 sin -L cos sin go + 1 sin 2 — 1 sin 2 cos go = k sin rj + k sin go 
sin rj — k^ sin go — 1 sin 2 y cos go = ksin rj — 1 sin 2 ~ ■ [§103,81.] 


(Silt ©reiecE ju OevecTjnett auS 

1) c, r, a — 0. 

3) h 0 , r, a. 

5) h b + h B , r, 7. 

7) a ± b, c, 7 (a — 0). 

0) hb + h a , a + b, 7 (a — 0). 

ID P, 1, a (y; « — 0 )- 

13) a 2 — b' 2 , p — q, 7 (« — 0). 

15) hb 2 — ho. 2 , p — q, 7 (« — 0)- 

16) w,., a, 0 (a — 0). 

18) w y, p, 0 {a — 0). 

20) 11, a, 7 (« — 0). 

22) u, a — b, a (a — (9). 

24 ) u — v, a — b, 7 (c< — 0). 

26) u — v, p — q, 7 (a — 0). 

27) p, s — c, a (0; a — 0). 

20) p 0 , s — a, a (7; a — 0). 

31) — pb , a + b, a. 

33) po + p, a + b, a. 

35) p 0 — p, c, a (/9; « — 0). 

37) p 0 — p, pa + Pb , « (0) a — 0). 
39) pa + pb, a ±b, 7. 

41) Pa ± Pb, n — v, 7. 

43) p 0 + p, pa ± Pb , 7- 
45) bo + po, s, 7 (a — 0). 


2) p - q, r, 7. 

4) a + b, r, 7 (« — 0). 

6) bb + h a , a + b, a — 0- 
8) h b ± b a , c, 7 (a — 0). 

10) p — q, a + b, 7 (a — 0). 

12) a 2 — b 2 , c, 7 (a — 0). 

14) hb 2 — ba 2 , c, 7 (« — /9). 

17) w,., bo, 7 («). 

19) w,., n, /3 (7). 

21) u, h b , 7 (a — 0). 

23) u — v, r, 7 (a — 0). 

25) u — v, hb — b a , 7 (« — 01. 

2S) p 0 , a, a ((9; a — 0). 

30) pa + pb 1 c, a (0', cc 0). 

32) pa — pb , bb — ba, a ( 0; a — 0). 
34) po + p, hb + ba, a ( 0 o 0)» 
36) p 0 — p, u — v, a (0] 7). 

38) pa, pb, a {0). 

40) pa + pb , hb ± ba , 7. 

42) po + p, n — v, a — 0. 

44) po — p, Pa — pb, 7- 
46) Pa — ho , s — b, 7 (a — 0). 
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47) h 0 , r, a— p (y). 

49) h 0 , p — q, a — p. 

51) s , c, y (a — 0). 

53) F, r, y. 

55) F, g, y. 

57) a ± b, p — q, a. 

59) a — o, p, p. 

62) h 0 , c, a ~ p. 

64) a, ho , a — p . 

66) F, c, « — p. 

68) w y , r, a — p. 

70) Wy, s, y. 

72) Wy, F, y. 

74) u, a — b, p. 

76) u — y, a — b, a. 

77) u, w r , a~ p. 

79) Wy, c, a — p. 

81) w y , s — c , a — p. 

83) po , s — c, y. 

85) p 0 , c, y. 

87) p, h 0 , 7 (a — P). 

89 ) Q°f Q> Y (a — P). 

91 ) 7 (a — p). 

93) po, a -f- b, 7. 

95) po, a — b, a — p. 

97) p 0 , u — v, a — p, 

99) Pa Pb , p, 7. 

101) po + p, p a — pb, a. 
103) h 0 — p, a -(- b, 7. 

105) pa + pb, Wy, a — p. 
107) p a + pb, a + b, a. 

109) p a — pb , c, a. 

Ill) po — p, n, a — p. 

113) p, h 0 , a. 

115) P, e, a — p. 

117) p, a — b, 7. 

119) Pa — Pb, a, p. 

121) pa — p b , p 0 , 7. 

123) ho — p, a-f b, « » 

125) h 0 -p, p tt -p b , a _% 


48) ho, c, 7. 

50) s, r, 7. 

52) g, h„, 7. 

54) F, c, 7. 

56) a + b, c, a (£). 

58) s, h 0 , a. 

60) F, e, a. (51) F, h 0 , a. 
63) 51 — q, h 0 , 7. 

65) g, hb — h a , 7. 

67) F, h 0 , a — p. 

69) Wy, p — q , a- p. 

71) w y , a + b, 7. 

73) u — t, Wy, a — # 

75) u, h 0 , /?. 


78) u, h 0 , a — p. 

80) Wy, a — b, 7. 

82) Wy, F, a — p. 

84) p, c, 7. 

86) pa , pb , 7 (a — 0). 

88) po , h 0 , 7 (a — /?). 

90) p, wy, 7 (a — £). 

92) p, a + b, 7. 

94) p, a — b, a — £ 

96) p, u — v, a — p. 

98) Pa + pb , S, 7. 

100) pa + Pb , po , 7. 

102) p 0 — p, hb — ha , a. 

104) h 0 — p, a — b, a — /?. 

1 06) Po -f- p, Wy, 7. 

108) po p, c, a. 

110) p 0 — p, a — b, a. 

112) p, c, a. 

114) p a — p b( s, a. 

116) po, 0 , a — p. 

118) p 0 , a — b, 7. 

120) pa — p b , p, 7. 

122) p 0 -j- p, a, £ 

124) h 0 + po , a + b, a — p. 
126) h 0 + po, p ft — p b , a — p. 
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§ 113 . 

Sit ben folgenbeit Slufgabeit ift lein SBtnlel gegeben. 

2 )riidt man bic gcgebenen ©tilde burd) r unb bie SBinEel au8, jo 
evtjfilt man brei ©leidjuitgen mit r unb ben SBinletn; alS bierte ©leidjung 
tritt nod) bic ©leidjung a + 0 + y = 180 ° I)tnju. Sann eliminiert man 
aufi ben erften brei ©leidjmtgeit r (bitrdj ®ibifion berfetben burdjeinanber) 
unb erf) alt fo brei ©leidjungeit jur Sleftimmung ber Sffitnfel. 

9 Iufgabe. ©in SreiecE 311 beredjnen, toenn bie ©umute jroeier ©eiten 
gteidj km, bie britle ©eite gleid) lm unb bie jur britten ©eite geljBrige 
$flt)e gleid) nm ift. 

iJtuflflfung. Sit bem®reiecf ABC fei bie ©umme ber beiben ©eiten 
BC unb AC gleid) km, bie britte ©eite AB gleid) lm nnb bie ju biefev 
©eite gef)flrige §8t)e CH 0 gleid) nm. getner fei ©eite BC gleid) xm, 
©eite AC gleid) ym, ber SJiabiuB be8 umbefd|Tiebenen $retfe8 MB gleid) 
z m, Z. BAC = <p, ABC = xp, ^ ACB = %. ®ann ift 

1) x + y = k 

2 ) x — 2 7 sin cp 

!l) y — 2 •/ sin ip 

4 i 1 = 2 z gin% 

.*> ) n = 2 z sin cp sin y) 

6i <p + ?/; -f- x — 180° 

T) 2 z (sin (p + sin ip) = k 
2') 2z sinx = 1 

X ) 2z sin (p sin (p — n 
4 ') rp + ty + X=- 180 ° 

„ sinfjp + sin?/; k 

1 ) ■ T~ 

sinx I 

sin t? + sin?/; k 

sin <p sin y) n 

3 ") <p + V> + X = 1800 

smy+jn xp 
sin ( (p + xp) 
sin <p + sirup 
" ' sin (p sin xp 





Slug biefeu ©leicljiutg ‘roirb (p berecfjnct, batnt attS ©leicfyiutfl I'") 

— .5—^; cuts - urtb ftnbet man rp uitb i/>. ?Iu8 3") cr= 

giebt f{d§ x unb auS 2') z. 

^Stubere Stupfungert. 

1. 1) x -f- y = k 

2) x y sin % = In 

3) x 2 + y 2 — 2x y cos% = 1* 


3) (1 + y) 2 — 2 x y (1 + cos*) = l 2 
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(i + y) 2 -4iy cos 2 = l 2 

A 

k 2 — 4 cos 2 ^- == l 2 
sin % 2 

k 2 — 4 — cos 2 jjr- = l 2 

2 sin cos | 2 


k 2 — 2ln ctg y — 


ctg | = 


1 * 

k 2 — l 2 

2 In 


2. 1) x + y = k 

2) x y sin x = In 

3) x 2 + y 2 — 2 x y cos % = l 2 

2) 2 x y sin ^ = 2 In 

3) 2xycos % — x 2 + y 2 — l 2 


•]/) 4x 2 y 2 = 4 l 2 n 2 + (x 2 + y 2 — l 2 ) 2 

2') x + y = k 

0 A x 2 y 2 = 4 l 2 n 2 + [(* + y) 2 — 2 xy — 1 2 J 2 
2 # ) x + y = k 

l”) 4 x 2 y 2 = 4 1 2 n 2 + [k 2 — 2 xy — l 2 ] 2 

4x 2 y 2 = 4l 2 n 2 + k 1 + 4x 2 y 2 1 4 — 4 k 2 xy — 2 k" 2 1 - +4l 2 xy 

2") x 2 + y 2 + 2 xy = k 2 

* 4 ^ 

_k* — kn 2 — 4l 2 n 2 — k 4 + 2k 2 l 2 - ] ‘ 

"V — l* ' 

x_y =ll/^-li- 4n2 

J V k 2 — l 2 

X-T-ll/j jgZ 

r 1 k 2 - l 2 
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3 . ©e|t man s + y + 1 = k + 1 = 2 s, fo ift 


o+i-vim* 


2) -J-ln = Vs (s — i) (s — x) (s — y) 


Y 111 °*g f = 3 ( 3 — ] ) 


k + 1 k — 1 
2 2 



(k + 1 ) (k — 1 ) 

2 In 


©in ®reiecE jit Beredjnen au§: 

1) h 0 ,p, q. 

3) a + b, hb + h a , p — q. 

5) w y , h 0 , p (q). 

7) u, a, hb. 

9) pa , pb., s. 

11) p a + p b , o, h a . 

13) p ft — Pb , a -f- b, hb + h a . 

15) p a + Pb , a + b, hb ± h a . 

17) p a — pb , po + p, a + b. 

19) pa H" Pb< Po 4" Q, C. 

21) p a — pb , Po — p, C. 

23) pa — Pb , Po ± P, hb — ha . 


2) a + b, hb + h a , c. 

4) w,., h“, a (b). 

6) w r , a, p. 

8) n — y, a — b, hi, — h tt . 
10) p ft , pi., s — c. 

12) p (1 — p, c, li lv . 

14) p c + p, a — b, lib + h a . 
16) p 0 — p, a + b, hi, + h n . 
18) p ft + Pb , p« — p, n — v. 

20) p a + pb , pu H - p, a + b. 

22) p a — pb , Po — p, a + b. 

24) p a ± pi) , pc + p, hb -|“ ll 


25) 'pa — pb i a, b. 

26) pc + p, a, b. 
28) pc — p, p a , pb- 


[SStlbe a b ititb a — b.] 

27 ) p a + pb , Pc , p. 


29) h 0 , r unb a) c. b) p — q. 

31) a + b, h 0 , p. 

33) a + b, o unb a) h a . b) hb . 

35) a — b,hb — h a unba)s. b)s — c. 
37) w r , h a unb a) p — q. b) n — y. 


30) F, r unb a) c. b) h 0 . 

32) a + b, hb + h a unb a) a. b) 
34) h 0 , p Ititb a) s. b) a — c. 
36) w y , r unb a) h 0 . b) p — q 
38) Wj,, a -I - b, hb “f* h a . 
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39) u, a unb a) p. b) h c . 

40) w y , a — b, lib — b a . 

41) w Yl b c unb a) s. b) s — c. c) c. d) F. 

42) c, r unb a) p. b) pc. 

43) p — q, r ititb a) h 0 — p. b) ho + p c . c) p a — b c . 

44) a + b, bb + h a unb a) p. b) p 0 . c) b u — p. d) h c + pc. 

45) bo , unb a) p. b) p 0 . c) pa + pb . d) p c — p. 

40) pa -!- pb, r unb a) h 0 . b) s. c) s — c. d) p. e) p. fj p c . 

47) p a + pb, c unb a) b 0 . b) p. c) p. d) p c . 

48) po + p, a + b unb a) Wy. b) be — p. c) lie + pc 

49) p c -|- p, a — b ltub a) b G — p. b) li 0 + pc . 

50) p Q — p, c ltub a) b c . b) s. c) p a . 

51) po — p, p a + Pb lUlb a) be. b) s. c) s — c. 

52) p a — Pb, a + b, ba. 

53) po + p, a — b, ba . 

54) p + p, a -f- b, b a . 

55) p© -\- p, a, hb ba. 

56) a — b, lib — b a uilb a) p. b) p c . 

57) p — pb, a + b Utib a) b c — p. b) bo + pc- 

58) pa — Pb, a — b ttltb a) Wy. b) p. c) po. 

59) p c + p f pa linb a) a + b. b) In, -\- li a 


a + b , . >. .v 

*>D) \ i a + b linb a) c. b) p — q. 


a + 1) . , 

hi i -- — , hi, -|- b a , p — q. 

< 1 SI I), In, -[. ba, I*. 

a H~ b, r. l>) hi, + h a , (-■ o) 


. 111 , + b a , i , 

02) t a + b, p --- <i* 

11 11 — v 

04) nbev unb 

a a - - b 

111, — ba, ]> — q. d) 111) + ba, 1 *. 


I’m) 11 \ ft + b unb ft) bb — ba- b) L\ 

P — d 

00) , . - f a + b unb a) c. b) p — q. 

lib — ho. 

li7) 11 — v, a — b, r. 68) u — v, p — q, li b — lia. 

tii.l) a — b, p — q uub a) p — (>■ b) p. c) po . d) b 0 — p. e) b 0 + 

70) a — b, u — v uub a) p. b) p u . c) b 0 — (>. d) li 0 + pc. 

71) a + b, c mtb a) p. b) p u . c) li 0 — p. d) h 0 + po. 

72) p, F unb a) c. b) a -|- b. 73) p 0 , F unb a) c. b) a + b 
74) po ± p, F uub a) s. b) a — c. 
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el ”H b 

75) - — , h 0 uub a) r. b) a + b. c) h b + h a . 

c 

p — I — 

76) » h 0 uub a) r. b) c. c) a + b. d) hb + h a . 

77) F uub a) c. b) h 0 ■ c) a — b. 

78) a + b, h 0 Uttb a) c. b) F. c) p — q. 

79) F, h 0 uub a) s. b) s — c. 80) h 0 , r uitb a) s. b) s — <•. 

81) —i a+b uub a) r. b) he. c) p. 

82) w y , F uitb a) a + b. b) hb + ha . 

83) a -f- b uub a) c. b) b a . 84) a + b, c. 

-Ho 1* 

85 ) p — q, a — b. 86) & fa , p - q, h 0 . 


87) U — » h 0 uub a) r. b) c. c) a + b. 

p q 

88 ) U— a + b, F. 
p — q 


89) 



Wj ■ uitb a) r 


b) a + b. c) c. 


90) h 0 , hb + h ft . 91) w , a + b, c. 

Jr SI 

92) w r , a — b, p — q. 93) u — v, p — q. 

94) w y , u — y, a — b. 95) u — y, h 0 uub a) a — b. bl p — q. 

96) Wy, F uub a) c. b) 3. c) s — c. 

97) p 0 : p UUb a) a + b, r. b) h b + h a , c. c) h b — h a , a -]- b. 

d) h b — h a , p — q. e) h b — h a , u — y. f) p a + p b , a + b. 

g) Pa + Pb , h b + ha . h) p a + p b , S. i) p a — p b , C. k) p a — p b , p — q. 

1) p a — p b , u — y. m) p a — p b , s. 

98) p a : p b uitb a) a+b, r. b) h b + h a , c. c) h b + h a , a — b. 

d) h b + h a , p — q. e) h b — h a , u — y. f) p 0 — p, a — b. 

g) P° — Pi h — h a . h) p 0 + p, c. i) po + p, p — q. 

99) p, po uub a) c. b) r. c) a + b. d) h b + h a . e) u — v. 
f) Pa + p*. g) p — q. h) F. i) Wy. 
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100) p a , pi, nub a) c. b) r. c) a + b. d) hb — h a . e) po — 
f) P — q. g) F. h) w r . 

101) a — b, o unb a) p. b) p 0 . 

102) a + b, p — q itnb a) h 0 — p. b) h 0 + p 0 . 

103) p a — h 0 , a — b unb a) p — q. b) u — y. 

104) pa — pb , p 0 + p unb a) o. b) p — q. 

105) p 0 : p unb a) a — b, c. b) a + b, p — q. o) p a — h 0 , p tt 
d)p a — h 0 , p — q. e) p a — h 0 , ho — pb. f) p a , p b . 

106) p a : pb itnb a) a + b, c. b) a b, p — q. c) a — b, u 

d ) Po + p, u — t. e) p 0 H- p, h 0 — p. f) p 0 + p, h 0 + p a . g) p, 

107) h 0 — p, r unb a) a + b. b) a — c. 

108) h 0 + p 0 , r unb a) a + b. b) b. 

109) p a + pb, a — b unb a) p — q. b) n — y. 

110) p 0 — p, a + b, p — q. 


Safe! file ftjjicf 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

a 

20 

20 

75 

75 

109 

109 

b 

13 

13 

29 

29 

61 

61. 

c 

21 

11 

92 

52 

102 

80 

k 

12,6 

6,6 

25,76 

14,56 

56,1468 

44,0307 

hr, 

19,3846 

10,1538 

66,6207 

37,6552 

100,3279 

78,6885 

ho 

12 

12 

21 

21 

60 

60 

V 

16 

16 

72 

72 

91 

91 


5 

-5 

20 

-20 

11 

-11 

W7 

12,4383 

15,2023 

21,7478 

40,3887 

65,2331 

71,9 1 S3 

U 

12,7273 

6,66 . . . 

66,3462 

37,5 

65,4 

51,29 11 

V 

8,2727 

4,33 . . . 

25,6538 

14,5 

36, (i 

28,7059 

S a 

1.4,3178 

6,7082 

56,9759 

19,1377 

63,9707 

45,71925 

Sb 

19,44865 

14,7733 

82,6695 

62,8828 

101,0557 

90,610 1-1 

Sc 

13,2004 

15,9452 

33,4216 

50,5668 

72,11103 

78,74613 

r 

10,833 . . . 

10,833 . . . 

51,7857 

51,7857 

55,40833 

55,40833 

4? 

4,66 . . . 

3 

9,85714 

7 

22,5 

19,2 

Qa 

18 

33 

42 

182 

113,33 . . . 

150 

Qb 

9 

7,33 . . . 

14 

11,1429 

40,8 

37,5 

Q° 

21 

6 

161 

21 

90 

53,33 . . . 

F 

126 

66 

966 

546 

3060 

2400 

a 

67° 22' 48" 

112° 37' 11" 

46° 23' 50" 

133° 36' 10" 

79° 36' 40" 

100° 23' 20" 

0 

36° 52' 12" 

36° 52' 12" 

16° 15' 37" 

16° 15' 37" 

33° 23' 55" 

33° 23' 55" 

r\ 

75° 45' 

30° 30' 37" 

117° 20' 33" 

30° 8' 13" 

66° 59' 25" 

46" 12' 45" 


tohtfUgc $>metfc. 


281 


10 


11 


12 


281 


194 

145 

147 

109,1134 

145,9862 

144 

130 

17 

151,1311 
84,1239 
62,8761 
109,1238 
156,0969 
154,6870 
97,6736 
43,5556 
216 
108 
110,25 
10584 
83° 16' 1' 
47° 55' 30' 
48° 48' 29' 


194 

145 

113 

83,8763 

112,22 

144 

130 

-17 

158,1279 

64,6667 

48,3333 

86,5332 

141,2312 

161,6733 

97,6736 

36 

254,25 

100,4444 

72 

8136 

96° 43' 58' 
47° 55' 30' 
35° 20' 32' 


178 

309 

175,943 

277,753 

160 

231 

78 

165,3776 
189,17 
11 9, S3 
209,3855 
281,6025 
177,3479 
156,30625 
64,375 
240 
120 
329,6 
24720 
64° 0' 39' 
34° 42' 29' 
81° 16' 52' 


178 

153 

87,1174 

137,5281 

160 

231 

-78 

210,8565 
93,66 . . . 
59,33 . . . 
88,353 
208 

222,4191 

156,30625 

40 

489,6 

95,625 

80 

12240 
115° 59' 21 
34° 42' 29' 
29° 18' 10' 


650 
433 

651 

408,6279 

613,4134 

408 

506 

145 

423,9734 

390,7202 

260,2797 

447,236 

613,4152 

446,1438 

344,9142 

153,1765 

612 

306 

614,833 . . . 
132804 
70° 26' 7' 
38° 52' 48' 
70° 41' 5' 


650 

433 

361 

226,597 
340,1571 
.408 
506 
-145 
500,1777 
216,66 . . . 
144,33 . . . 
230,8246 
479,1015 
521,9331 
344,9142 
102 

1022,833 . . . 
254,8235 
204 
73644 

109° 33' 53' 
38° 52' 48" 
31° 33' 19" 



$Jeu>ftflrfe ftttete u«b «euc e£c0*M$et fft* hen 

l(nfemd)t in Itoturgefd^djte nnb ffiaturfumbe 


aus bent Derlage t>ou 

SExhinaittr 3§trJ Jfetirtnaufr 5§ti't & $>ulin 

iu Brfislaar. in Intyiifl* 


= SJcrBrcltct tit ruttb 700000 (JjcmVtaTCii, = 

^tuttbrtH bey 

Xctl I: $ct5 Eievretdj. SDlit SBerficEj’tdjtigung ber 91atuvgcfcr;icT;tc bcS 30?en[cf)eu 
uub §tmoeifen auf bic ©cfunbljetigpflege. 20. SBcavDcitung, beforgt won $rof. I)r. 
§. Sftetdjenbacb. 3J?it 550 tcttioctfe farbigen Slbbtlbungcn im Xvtf, foruic cincr $ctvtc 
unb brei £afeln in garbenbrttef. ©eb. 4 JL 

Zell HA.: «Doj§ fflffattaenvetrfj ltadj bem Btitndfdjcn @t)|fcnt. 14. SBcavbcihmg, 
beforgt non Sfrof. Dr. g. ©. 91 oil. SOftt 787 9lbbilbungen. ©cb. 8, B0 JL 

Ztll KB: <DaS ^ftnitacnrcidij nadj bem uatutlii^eu (Stjjiom. 17. ^eavbeltung, 
beforgt non Sflrof. Dr. g. put 8 gen. 2Hit 319 SIbbitbungen in ©djiuatflbruct, foiote 
16 Eafern imb einer ftarte tn garbenbnirf. ©eb. 4 JL 

Winis SDUnerafreldj. (3Iu8g. A.) STCeubearb. o.ftircftotDr. 2lb. Sftaljten* 
botfc. 33? it nielen SlbBiibungen unb enter geolog. ftbcrfidjtglartc non SOtittelenropa in 
33unibrucE. ©eb. 3 J6. — 2tudj eittjelit: I. Dryitognoftc. 15. SHearbcltung. 
©elj. 1,40*//. — II. Spetrograpbte unb ©eo logic. 15. S&earbeiiung. ©cfj, 1,80.//. 


jttefae ber bm jfrettfle. 

gTeuBeax'Bctiurtg bxtrcB "gl. g&ac&er. 

2Jttt nielen fdjroarsen unb fanbigen Eestab Oitbungen unb ©oitbcrtafeln. 


Zell I: 2)a3 Sttcrretdj. 21. SBearbettung. 
©ebunben 1,65 JL 

Zt\l II A: Sms *pftanaenrcitf) ttrtdfj 
bem ctmtdfdgen @bftcm. 21. SBearbeitimg. 
©ebunben 1,50 Ji. 


5TcU II B: 2)aS ^ffonacmrctdj nod) 
bent nnttirlt(l)cu @ijfteun 21. Ecarbcitung. 
©ebunben 1,50 JL 

SEctlHI: SadWtnerolvehQ. 21.»eatb 

©ebunben 1 JL 


SJtfHflftnbUre gUtfgabe in timw ®mtbr; 

21ugg. A mit bent ^flanaenretd^ nacb bem I Slugg. B mil bem jpffanflcmrclcl) nadj bem* 
~^tnnfe[^en extern, ©eb. 3,60 M. \ natitrlidfren ©y[tcm. ©cb. 3,00 JE. 

= $um (Sdjulgebrnudj unb gum (Scltiftttntcrrtdjt crfcT;icit : = 


go|nt(tttn$ £eutf<Qe ffdjitffrimt. 

3?eben bie urfpntngttdje gomt ber ©ofimftnnfdjen ©cbulflora, mcfdjc nonuiegeitb 
filr ©ab= unb 32eftaS)eutf^Ianb BefUmint war unb an ©djulcnoietfaclj clngofitljrt 
rourbe, trat ; eine befonbere StuSgnbe, we^e bie glora beS norbbeutfdfjou Xtc f « 
lanbeS fowie ber mittelbeuifcfjen ©ebirge beriicEfid^tigt. 

jUwgafle Cattb. 

DieuBearBcltct toon 


©emmarsDberleljrer ©cinrtdT) (Sofemamt, 
Golmar i. ©. 
imb 

Dbcrrealfcbul » DberleTjrer 
«Prof. Dr. g. ©utSgen, ©bln a. Sft^eiu. 

= 2., bermc&rfe atuffage. == 
^ofebenformat. ^it BlegfnmemfielnU3{mbt)b. 4 f 2o.//. 


^ttsflaOe fur 'gTovb-Jcuif^fnitb. 

fficnrbuUet bon 

Oberle^rcc Dr. g. ©5 d, Sudtemualbc. 
SDtlt clncm SSoriuort bon 

©eminarflOberlcr)rer §cinrtd) (Sufemitun, 
©oltitar i ©. 

s:aid)cHformat m>. n,76^5. 3u fiKenfrtiiiem iJcln- 
joanbbrnib 4,20 





Bering mnt Jfrtbtmmb ©xrf in Breslau. 


— 9icu i = I Dr. g. 'gSUijfbotffs jSietfntitbe 


fth* 6cn Unterridjt an fyfiljeren Seljranftalten. 
Sit jraei StuSgafien. 

= 3Ut££afrc fib: Ifttalmfteiltrm. ===== 


1- %cH: £cI)rftoff bet ©cj.*ta. SJlit 29 2flj* 
BUbungeit. tot. 60 f§\ 

©eFdjtelOungeu clitftclucc eltiljcliulFdjcr otclc^- 
tunvmcr ©JtrBclttcrc. EtuubBegrlffc bet artetluube, 
tn^DcTonbcrc ber bet ©ilugetletc uub ffiBner. 1. 
fdiiiltl : SlcttcffivelGujiACu. 2. SCBfdjnMt: (Srlftuie* 
Timncu uub SufammeitfaTfungcit. 

II. Scit; Mjtftoff bet Quinta. SDttt 89 3(6. 
BUbungeit. Hart. 80 $p. 

©eitfitel 6 iiuflcu cinacluet' auBlftnMfdfjcr gteld)* 
manner ©SlrOerttcue inlt Ernttitfiuuoeu nuB ber ctu«* 
Sdmlftfjeu Etcnuclt. ©c|rt]relOiin 0 eit clnaclner 
mcddelmatinet ©HrBcltlerc. Gmvcltcnmn bcrOrunbs 
Dcflclffc bet SElctluubc. ©ninbsiloe beS ©aitcB bcS 
SDtcuTajeit. 1. SUjfdjuUt: SierBcfdjtclOunnen. 2 . $ 10 * 
fdjuttt: (Srlttittcruugcu unb BttfantiueiifnjTungcu. 

III. %etl: ber Duarta. SOHt 73 2U3- 

Bilbungen in ©tfjroatas imb garBcnbrucf. 

. ftart. 1,25 JL 

©crglcldjenbe ©efdjrelBuitgcn bon SBlrBeTHcrcit. 
Imrfldjt fiber bic ©crBreltuug unb bte ffietfunubt* 
fdjaft bet ©JlrOcltlere. 1 . 8 Ujfd)iiitt: Slcr&efdjrel* 
uuirgeit. 2. Slb^nltt: GErlthiteruitfieit unb Bufam* 
menfaffungeu. 


IV. %M: Se^rftoff ber Unter^crtia. TO 
67 &bb. in ©djroargbiud unb 2 ftafeltt in 
utclfacf;em garBenbrutf. tot. 1,50 .4. 

©ctnlcldjenbe SDcfd) rclOmtQCit bolt GJUebcrfilfient. 
iiOct'ficOt ilBct Me ©erbrettimg unb Me ©eriuauble 
fcfkift bet ©Ilebcrfttfict. 1. fflBfdmUt: EietBcIcBtela 
Bimgen. 2. SlBFdjnttt: ErlHuterungeu unb Bufam* 
nicufaitmigaiT. 

V. %t\l: Sejtjloff ber DBersEetha. TO 
49 9ibi. in ©djnjarjbntd unb etner tfartc 
int>ieIfad;emSarBcnbr. tot. ca. 1,25.4. 


oTiuc gcgltebertc fttJrl>craiiljaiiflc. UBerMt liber tyre 
©evmaubtfdjflFt. 5Die riiuinlWje uub acitUnje ©evGret* 
titug bet nefamteii Slcrroelt. l. SIDFdjnltt: Slctbe* 
frfjrctBmtgen. 2. SlOftfjnttt: GrlRutennifleii unb Bii= 
famincnfaffungcit. 3. 9l&Fdjnltt: ftletberBrettuug. 
VL SCeil: Sefjrftoff ber llnter^Sefimbn. 
a5HT 7 T~ 9155. in ©c^roctrabtucE, ftmrte 8 
SEctfdnunb 1 Lottie inuielfnc^em garben-' 
brudE. tot. ca. 1,25 JL 

SBau, ficBcuBetitrldjtungen uub ®cfnnbljclfc&* 
tofteae bee menfdjltcfjen SMrberB. 5Dlc fttaffeu bee 
STReuftiicn. Set toorgefdjldjtltdje ^ciifd). 1. 9TB* 
fc^nltt : 2)cc meuFdjttdje SlBt^er. 2. Stbfcfjnltt : ©r* 
ILiutcruugcit unb SiiFammenfafiuitQeu. 3.$lOfnjuUt: 
JBtciifdjcnucrBteltiiHG. 


Elite = MuBgaBc filr ®\;tnnaFlen = Ocflnbct fidj lit ©orBetcliung. 


®ln BerettS u vclf act) cingeftt^tteS ©eileiiftilct ju bem unrgencmnten SBett Dtlbet 

file 6eit Hnterridjt an ^dljercu Seljrauftaltcn. 

mnsflabje fitr StralanpEalint iwn prufcHar J»r. (£. Xxrrin: 

I. 5EeiI: 8. Sluflagc. SOtit 70 9(66ilbungen. ©eBimbcn 2 Jo. 

JnrjoIL ©otflufc : flcOeuBOilbct cntB bet eht^cinuFcBeu^flaiiacinuclt. — Beflrftuf c l: aiefcfjtclbung 
eliiAelucr ato&Bliltlnet dsfCan^en . GJnmbOeotlffc bet ffiota itiC. — 4'clit[tufc2: SRctaJclcrjcubc SBcicrjvelOuilfl. 
Itutcrfc^eiSiinn boil Slrt, Enttimg unb jjamtllc. — laOelteu fium 93e[Humicii bet Spfiaiiftcn. 

II. Xcit: 3. 2UifIagc. SOlit 181 9CB(ilDungen. ©ebunben 2,50 JL 

Jnljntt. ficOtftuFc 8: 93fIaii3enBei^rclOiuio cni@ bem .feteife bet (EliiTclntBiattcr. CUtuitbaiigc ber 
flcfjrc rout SJcBeii unb ©mt ber ©flauaeu. - ScBrftufe 4: l|Sflmiacubcf®rclftunneii i auB bem ttrcle ber 
BmeircimBIfittcr. gottfebuun bctScbrc bom 2eBen nub Snu ber «Sflaiij|Cii. . — ScTjtftufe 5: ©eFtfjtelBuiifl 
Jiuificv ©tjorcubfranfleu. 3Hc ^aubtnnibKu bet ©liUcitMlaitsen (9lacft[amlnc uub ©ebctlt[nmlfle). ©nutb- 
fttlQc bcu acbte bom litncni ©nu ber ipffanacit. — ttDcrflc^t bee natllrilt^cu qsfrauacufMtemB. 

IFUtegaOE fttr ©uutuaTt*tt Dr. <B. Jttowlpll. 

I. ScU: Outfits 1 unb 2 filt ©ejta imb Duinta. 2)ltt 08 StBBitbnngcn. @c6. 1,50 Jl. 

Jnhtttt. StitrruS 1: acJdjvtUjinio tlnsclncr aroBStilttflcr sagaiijcit. fflrmibkntlffc ter Sotmilt. — 
JHiirlue 2: ©ernlcldjeitbc ©e^telbunQeit. OlntetFcijelbung roit filtt, cynttima uub ^nuiulc. — Ululjnug: 
JDIe aBnlbpflnuaeu. 

II. ?Ccit: ^uvfu§ 8 BiS 5 fiir Duttria unb SJeriia. 93lit 197 9lb&i£bunflcit. Gicb. 2 41. 

Jufralf. StutfuB 8: ©eratclc^enbe ©cFtbtclBuitg bcilraubter $Crteit imb fflntiungeu bolt ©Ulteii-- 
bflauAen uad& DotTiaiTbciteit ErentMnrcn. ftbcrflcfjt llbct ba0 natUrticfjc ©fLaiiacuitiFtein. fleben ec cf cf) c I in 1 1 1 bci i 
ber ©kcmacii. SaBelle bcB Slnu^eu — flutFuS 4: ©cFrfjreUmun elulacr fdjnjlerlgeveu ^flftuacn* 

ertert aur Erganauitg ber ©rfenntntjTc In SomteuteBte , <3t}Ftenmtlt uub ©lotoglc. — .SMirfus & : ©InlgeS 
AUB ber $In atomic unb TO)^DTogle, bet ^Ftaufleit, folulc lifter S?rV)^tonniijLcn imb SpftanaciiTrnjifrjcUcu. ©e* 
Sretfjuttgeit bet mldjtlgFteu niiflmublFctjeit SfluificirKtfjFc. 91 n Ij a it a : l\OcvFirtjt bcB natilrllcrjcu SijFldUB 
bet eluBMmlfcTjen Ecmrtrtjfe. 





Ctberfidjt kt* mfdjtekurtt 3Ut00abeit kt 

1 1, nan |ti)iii^fd)fa ftajapjiit. | 

StuSflabe A, B, 0 unter Mitruirtunfl melet gadjnifinner (jetniiSgeoebeu 
»on ^rafelJor Dr. <£. ;HkI|Iroatttt, 

a.» 8 rte A; mrrnmt ijt <Bc<. S r<»Pl>«- 

TO 66 bimten, in ben £eyt nebrucften fatten unb erlftuterubeu Sulaidjnttten, 
fonrie eincnt fflnljnufle you 22 JBitbern. 24, SBearbcitung. ©cb. 1 Jt> 

*n« 8 afa Bi fllrfro ttl)rti.ri) to'OmruHte. g^,S.S 

fd)tuaijen Marten, fotuie eTlftuternben ^bbtlbuiTflen, 5 farblQin ftitfelii unb 
4(Ht}pi'[d)cn!£)atftcllungeu. 22, JsScarbcitiinfl. (SDui^gef. 9tcubrutf.) tfeiiiTuanbbaubS.//. 

3tnspbe 0; (gropes ffeljrlmd) ber (Eeogrnpljte. S e S e ,f n S£ 0e t 

in ©diroarabvucE, fourie 4 Marten unb 9 Stafeln in uiclfctdicm ^arbcubirudu 
23. SBearbeitung. Seiniuanbbanb 6.26 M\ ©albfranabanb 6 Jl. = (toil) == 

a»» 8 ate D: Jix Mm smuu. 

mann. 3u fituf s^dj ii I erlj cftcu unb uhicro tfcijmljeftc. TO yielen Marten uitb 
SIbbilbungen. ©ieif oefteftet. 

$eft i: PeljtftoFf ber Quinta. Pfiuberfunbe .£cft 6: SeKjTftoff bet Unterfcfunba. Sutopa 

SOtttteieuropaB, in&befonbetc bed ©eutfdjeu 8telrtip9 oljue bag ©eutfdje 3tei<fl, (Dkrflufe.) (Stcmentate 
(linterfiitfei. JlPeitetc fflnfeitung jinn aierfitinbniffe lnot^cinatUdje ©rbliuibe. — SJettelirStimbe. 0. Kuf* 
beg OlobuS unb bet flatten, foible befl fttellefe. lag*. h& #r. 

7. ffluflage. 51) 31. $eft U: fieljvftoff bet ©erta. ftfit ben ©e* 

. fieft 2: Sepritoff berDuatta. Suropo oljne Brand) bee tietjtere, Stnleltimn aum SJerfttlnk 
bafl ©rutidje flteiri). 7 . Stuftage. 60^. ulffebon plan, flarte. belief unb ©loBufl. — ffieitere 

£eft 3: PefjTftofF bet Untertertta. ©ie ©ntnbBegtiffe bet pMfifdjen unb bet mqtljeiiiatffdji’ii 
fiuflereuro^fHfdjpn SrMeiTc. — ©ie beutfdjeti flolo* (Srbtunbe. — Dro- unb fjbbrogrnMtfdie USerfittlt* 
Ttien. 0. Sluflage. 80 niffe bet (SrboBetflfldie. — flntje U&etfirfit fiber Me 

$eft 4 : Pfljrftoff ber OBertettia. CanbeSi* (StMelle. — Sftelte mu bic (£tb e. — Shi0QeiD&i)lte 

lunbe bee ©eutfetjen Bteidjefl. 0, Sluflage. 1 Jt, ©tflffe aue bet ©taatflTunbe, 4. Sfaflage. 80 

3Utsfl(tbe E: Jnr l)olicrc ^liibdjeiirclntlen: nub uertuanbte Xnftalten. 

3luf ©runb bet ©eftimmunflcn com 31. TOi 1894 bearbeiTet non !paul ©ocHjd^ 
3u v\tt Sd)iUcrljeft*ii unb tiiuw £e|jrtrlKftc. 29?it uielen Marten u. 9tbt)ilbun0en. 

fleft 1. (I. ftuffnfle HO 3p I A' - eft 3. 0. 9luftnfle so 

$eft 2. 7. Stuflnfle HU | ^>eft 4. 5. Sluflafle. ©eb. ........ 1,(JU A 

gku Ijinaupetreten tft fur bie $anb beg gel)yerg: 

Celjrftoff fiir bie beiben erften Sabre be^ erbfunblicfjen UnterridjtS. (SKetljobif c^e 
StntueifunG gur a3eI)anblunQ bev §eunatfunbe u. a. m.) TO 67 Slbb. ©eb. 1,60 Jl* 


faitbcs- (j|eimat-) fiuitkn kr prauiujcit JJreuSens uitb ber kutfdien 


aunftdjft gur (Stndiminfi ber ©djulQeo grange UO n (S. uou ©eublitt 
) i \Xjy {, erftll ggegeben: 23 Wonierte §efte mit uieien ^fbbifbmmen. 

^illicit non Uittu.*!^tof. Dr. C. stemnaun in gtelburfl. B. STuflaae 50 Jf 

fiaijtm non ^rof. 81. ©tauber in 8tunflfiutn. 5. Sliiffaflf 60 3/ 

dCrniibeubntQ-artlln toon SjStof. Dr, 8)3aul ©diwnrjj in Berlin. 6. Sluflnne 76 3jf 

jBrannfrljiucio unb ^imuoatr bon ®rof. Dr. GS. Dcljtmann in SLnbeu^annobri', 2. ?iufInf|P . . 00 iff 

Jflrnnm Don '^tof. Dr. 5KS. SBoircnl^auer in SSrenicn. 4. SlnflaflC. . . • 60 3f 

tfirng-CatljriiiQcii bon 5prof . Dr. Btitbolpb in ©traBtuttn. 2. Stuflaoe <10 & 

jfianillutB bon $rof. Dr. ©, ©Itting in fiambura. 6. Btuftaae 76 3/ 

ftfITm (©rofifjcrxogtUTn) bon flvelSfajulinfpcftor fi. 3?faff in yUjei). 2. Muflnpe 40 31 

flrireu-llnlfau uon OieTlot 2f. ©itb in flaffel. 4, auffage 40 /// 

jEniicdi von Dr. §. Sen^ in PfiM 30 .V 

AriiiltnLuifQ bon Dr. flat! flirrtmct iu SDifiniat. 3. Sluffafle 60 ,^ v 

®lbrnbirrp bnu ^rof. Dr. ©. DtatfjiiliiQ itt Dlben&itrn. 2. 8tufla(ie 76 A 

unb HJrflptcufien uon ijirof. Dr. $. SuUiefl fu ADniflS&crn. 6 Stufingc 60 31 

goiuintcn uon S^rof- Dr. SDiortin Jaie^rmnnn in ©tettin. 3. Stuflafle 40 

Bofm (Sprouius) bon Stbotf JETomiiau, 2, Sfiiflafle 76 31 

llljeluptoQfH} bon 93rof. Dr. Stbolf iJJfttjbe In flrcfeTb. 3. BtuFTofle 80 A 

^milfrii (.uBninteld)) bon iBrof. D. mmnbilfc unb SJrof. Dr. iDi. ©c^rBter. 0. Wuffage . .... 60 ^ 

flndjfm (^tobiuO wit bon ?Ptof Dr. ©, Aicrte! in a)inobe6utfl. 2. Slufrafle 40 & 

^dfleflrn non Unlb.'^roF. Dr. 3. in SSrefflan. 4. 8lnffnne 40 iff 

^lijlrpidin-^ijlflcln bon Sprof. Dr. D. ©diola in Silfonn. 2. 5Tnflaae 00 3f 

tEllfirhiBcu bon Uiiib «g5roF. Dr. Bfrio 8teflel in SBitrabutg. 2. Stufinae 60 W 

iBcItfnlcn wit Ulnlberii unb Beiben fiippc non ^Srof. Dr. 3. UUotmitam 3. SCuffafle no 

Wllttttwiiirto unb fo Ijenj ollem bon tf^Itot Dr. qj. flapff in Stuttgart. 2. aiuftagc 60 # 


©met bon Stugiift qjriefi in JQelpjtii. 


i 


r/G&g&g: 





